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第 1 章 预备 知识 


很 设 函 数 ,F( xs) = eostxz), 则 它 的 导数 .六 (x) = - sin(x) ,不 定 积分 为 R(xz) = sinfx)+C。 
在 微 积 分 学 中 可 以 学 到 这 些 公 式 , 前 者 确定 郴 数 曲 线 y = 天 妇 在 点 (xzo,Asxo 力 的 斜率 严 = 
太 (xo); 后 者 可 计算 出 函数 曲线 在 e 过 x 近 5 范围 下 的 面积 。 

曲线 y 在 点 {rf/2,0) 的 斜率 mm = 太 (rf2) = -1, 可 通过 它 找到 在 这 一 点 的 切线 (如 图 1.1 
【的 所 未 ): 








图 1.1(a) 函 孝 曲线 y = eosfs) 图 1.1(h) 天 数 曲线 y = oos(x) 在 
在 点 (mr2.0) 的 切线 区 闻 [0,r1/2] 下 的 区 域 


通过 积分 方法 计算 曲线 y 在 0 二 x*<rm2 范围 下 的 面积 为 (如 图 1.1(b) 所 示 ); 
面积 = 六 coasf yd = [ 于】 一 (0) = sin( 节 } -0 = ] 


1.1 微 积分 回顾 


本 书 假定 读者 只有 大学 本 科 的 微 积分 知识 , 悉 极限 .连续 性 、 求 导 、 积 分 .序列 和 级 数 等 。 
其 中 ,本 书 中 将 用 到 的 微 积分 知识 如 下 : 


1.1.1 极限 和 连续 性 


定义 1.1 设 护 s) 为 定义 在 实数 集合 $ 上 的 函数 ,如 果 对 于 任意 给 定 的 。 >0 ,总 存在 8>0 使 
得 对 于 任意 * 和 3S, 且 0<1xs-xol<, 有 IFKx)- 工 <s。 则 称 函 数 和 在 * = x 处 的 极限 为 工 ， 
表示 为 
Jim 头 *) = 开 (1) 
当 采 用 六 增 量 表达 式 z = wu + 大 时 , 式 (1) 可 表示 为 ; 


2 数值 方法 {MATIAB 版 ) 


1 大 oo + 用 ) = 也 (2 
定义 1.2 设 天 *) 为 定义 在 实数 集合 S 上 的 函数 , 且 和 甜 8 ,如 果 : 
lim 所 xz) = 所 zxo) (3) 


则 函数 /在 点 x = xo 处 连续 。 
如 果 函 数 上 在 任意 点 xzES 上 连续 , 则 函数 在 集合 $ 上 连续 。 表 达 式 马 (8) 表 示范 数 
自身 和 它 的 前 = 阶 导 数 在 集 台 3 上 连续 的 所 有 函数 的 集 台 。 当 3 为 区 间 [e ,] 时 , 则 可 用 表 
达 式 C [ce,] 来 表示 。 例 如 函数 站 xz) = xz ,其 定义 域 为 [1, - 1], 则 显然 F(x 和 广 (z) = 
《4/3)x 在 区 间 [1, - 避 上 连续 ,但 FP"(x) = (49)x -2 在 x =0 处 不 连续 。 
定义 1.3 设 |x,|2) 为 一 无 限 序列 ,如 果 对 于 给 定 的 任意 小 的 正 数 es > 0, 总 存在 一 个 正 整 数 
=w(s), 使 得 当 n> 六 时 ,有 lz. -<e, 刚 称 序列 1x | ” ,有 极限 工 ,并 记 作 ;， 
Jim xn 二 也 《47》 
当 序列 有 极限 时 , 则 称 其 为 收 伍 序列 。 另 一 个 常用 的 表示 形式 为 " 当 mn 一 oox 一 忆 时 ”。 
式 (4) 等 价 于 : 
Jim (和 -二 =0 (5) 
这 样 , 可 将 序列 js,j := fa - 开 |>- 看 作 一 个 误差 序列 。 下 列 定理 与 连续 性 和 收 租 序列 有 关 。 


定理 1.1 设 Ax) 为 定义 在 实数 集合 $ 上 的 函数 ,有 旦 xuE 3$, 则 下 列 命题 是 等 价 的 ， 
《a) 本 数 /在 xo 处 连续 
(b) 如 果 jim 和 交 = 和 , 则 lim 大 2 = 所 xo) 


定理 1.2( 中 值 定理 】 若 JE C[e, 让 , 且 工 为 Ka) 与 所 弘之 间 的 任意 值 , 则 存在 ecE (ab)， 

有 天 cec)= 工 。 

例 1.1 函数 所 sz) = cx -全 在 区 间 [0,1] 内 连续 , 且 常 重工 =0.8E(cos(0) ,cos(1))。 数 
扩 s)=0.8 在 区 间 [0,1] 的 解 为 5 = 0.356499。 同 样 ,函数 Ffr) 在 区 间 [1,2.5] 内 连 
续 , 且 工 =0.8E(eos(2.5)，oos(1))。 数 F(z)=0.8 在 区 间 [1,2.5] 的 解 = 
1.643502。 这 两 种 情况 如 图 1.2 所 示 。 


《6) 


了 ， 人 ea 访 





全 区 





上 








0 
c05 3015 20 9 00 05 10 115 20 2 330 
加 !.2 将 中 值 定理 成 用 在 函数 Kxz) = es(z- 1) 图 1.3 将 极 值 定理 应 用 在 函数 Ks) -35+ 玉 5 


上 ,区 间 分 别 为 [D,1] 和 [1,2.5] -66.5z +1S 姑 上 上 ,区间 为 [0,3] 
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定理 1.3( 连 续 范 数 的 极 值 定理 | 设 AGEC[e,5, 则 存在 下 界 阁 和 上 界 赂 ,以 及 阅 ， 
2 和 [ab], 满 足 ， 


好 | = 天 巡捕) 芝 交 za = 型 。 XE[a 上] (7) 
有 时 也 可 表示 为 ; 
Mi = 所 二 ) = min ii 态 z)| 和 于 = 大 s2) = maxj 态 二 | 《8 
1.1.2 微分 函数 


定义 1.4 设 上 xz) 在 一 个 包含 x 的 开 区 间 肉 有 定义 。 如 果 ， 
in 下 贡 一 天 各) 


9) 
# 和 省 一 和 0 
存在 , 则 称 函 数 六 在 点 xm 处 可 微 。 如 果 此 极限 存在 , 则 可 素 示 为 请 (xo) ,并 称 之 为 了 在 点 z 处 
的 导数 。 也 可 以 采用 上 增 量 表达 式 来 表示 此 极限 ; 
1 成 xp 站 一 成 各) 
0 下 





= 广 (xo) 《10) 


如 有 打 函 数 在 集合 S 上 的 每 一 点 都 存在 导数 , 则 称 函 数 在 集合 9 上 可 微 。 要 注意 的 是 , 数 
下 = 大 (so) 是 冰 数 曲线 大 引 在 点 (和 ,天 知 )) 的 切线 斜率 。 


定理 1.4 如 果 冰 数 扰 z) 在 点 * = 2 处 可 徽 , 则 Aix) 在 点 x= xo 处 连续 。 


根据 定理 1.3, 如 果 函 数 在 闭 区 间 [ ec,8] 内 可 微 , 则 函数 太 的 极 值 在 针 区 间 的 端点 或 在 
开 区 间 (a, 的 临界 点 ( 即 放 (zy =0 的 解 )， 
例 1.2 亚 数 .ALx)=15o3 -66.5 和 2+59.5x%+35 在 区 间 [0,3] 内 可 徽 。 记 (xy) = 45 妇 - 123x 
38.5=0 的 解 为 xi =0.54955 和 ya = 2.40601。 函 数 了 在 区 间 [0,3] 内 的 家 小 值 和 裤 大 
值 分 别 为 ， * 
min[ 0) 73) Fa) 大和) = minl35,20,50.10438,2.11850| =2.11850 
和 
max| ADO) , 产 3) ,天 s ,xs = maxr|35,20,50.10438.2.11850| = 40.10438 


定理 1.5( 罗 尔 定理 ) 设 AE Cle,5], 且 对 于 所 有 >xE (ae,5), 存 在 导数 广 (z), 如 果 Fa) = 
所 四 ) =0, 则 至 少 存 在 一 点 cE fc, 人 满足 AP(e) =0。 


定理 1.6{ 均 值 定 理 或 微分 中 值 定 理 ) 若 FE C[a,8], 且 对 于 所 有 yxEta,6), 存 在 导数 
(xz 访 则 至 少 存在 一 点 eE (ae,5) ,使 得 : 


矿 (o) =- 下 全- 克 a) (GD) 
成 立 。 


均值 定理 的 几何 意义 是 :函数 曲线 y = /x) 至 少 存在 一 点 (c,A(e)) ,该 点 上 切线 的 斜率 等 
于 过 点 (fa 大 和 点 { ,六 的 割 线 的 斜率 。 


例 1.3 范 数 所 *)=sin(x) 在 闲 区 间 [0.1,2.1] 内 连续 , 且 在 开 区 间 {0.1,2.1 内 可 微 , 则 根据 
均值 定理 ,至 少 存 在 ,满足 ， 


作 数值 方法 [MATLAB 版 ) 





2- 大 0 0.863209 -0.099833 
7(o= 二 = 二 TD = 0.381688 


(ce)= oosfc)=0.381688 在 区 间 (0.1,2.1) 上 的 解 为 ec=1.179174。 函 数 曲 线 六 sx)、 
划 线 y =0.381688x +0.099833 和 切线 7=0.381688x + 0.474215 如 图 1.4 所 示 。 


mm=7(o 









人 


下 


， 1 10 co 15 2.05 


图 1.4 将 均值 定理 运用 于 画 数 扰 x) = sn(x) 上 ,区 间 为 [0.1,2.1] 


定理 1.7[ 广 义 罗 尔 定 理 ) 车 JE C[s.5], (xz), Ps)， Ra) 在 开 区 间 (e ,内 存在 ， 
且 5 和， 入 Efa,5], 如 果 对 于 Ao)=0 有 1=0,1,…,na, 则 至 少 存在 一 点 cE (ab , 满 
足 Fwfe)=0。 


1.41.3 积分 


定理 1.8 第 一 基本 定理 ) ”如果 函 数 .了 在 区 间 [e ,] 内 连续 , 且 函 数 只 是 在 区 间 [e, 纪 内 的 
任 一 原 函 数 , 风 : 


|Aaa = F(5) - F(a), 其 中 严 (z) = /as) (12) 
定理 1.91( 第 二 基本 定理 ) 如 果 冰 数 了 在 区 间 [ ae , 纪 内 连续 , 旦 xcE(c,b), 则 : 
二 | oa -= An) (13) 
例 1.4 阳 数 (xz)=cos(x) 在 区 间 [0,xj2] 内 满足 定理 1.9 的 假设 , 则 根据 定理 的 结论 可 得 ， 
中 cos( 旨 古 = coa(z2](z2)” = 2xcos(z2] 
定理 1.10( 积 分 均值 定理 ) 若 .fE Cc[e ,5, 则 至 少 存在 一 点 cE fa, 号 满足 ; 


这 Mo = 乒 e) 
大 c) 是 画 数 在 区 间 [a ,内 的 平均 值 。 


例 1.5 函数 放 z)=sin(x)+ 寺 sin(3z) 在 区 间 [0,2.5] 内 满足 定理 1.10 的 假设 。 数 几 z) 的 


一 个 原 通 数 为 玉 (x) = -oos(x) - 言 ous(3s), 则 函数 抱 x) 在 区 间 [0,2.51 内 的 平均 值 
为 : 
下 (2. 3 - F(O) _ 0.762629 - 二 it.111111 
2.5 - 二 As)de = 2.5 ) 





机 
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方程 乓 c] =0.749496 在 区 间 [0,2.5] 内 有 3 个 解 ,el =0.440566、cs = 1.268010 和 ci = 
1.873583。 长 为 日 - ee =2.5, 识 为 所 c ) = 0.749496 的 长 方形 区 域 面 积 为 Ko )(65-a) 
=1.873740。 此 长 方形 区 域 的 面积 值 与 函数 六 z) 在 区 间 [0,2.5] 内 的 积分 值 相同 ,二 
者 的 比较 如 图 1. 和 所 示 。 


机 DJ= 妃 好 













0.8 
0.6 
04 
02 
"00 05 10 1 20 237 

图 1.5 将 积分 均值 定理 运用 在 几 x) = sin(z) + 村 sin(3s) 上 ,区 间 为 [0,2.5] 


定理 1.4j [加 权 积 分 均值 定理 ) 若 /gErc[fa,b, 且 当 e(z)a0 时 有 xcE[e,b], 则 至 少 存 
在 一 点 cE(a5) ,满足 ; 





| aetou < Fa g(a) 岂 (14) 
例 1.6 函 教 FLx)=asinf(x) 和 函数 gz)= 知 在 区 间 [0,mr2] 内 满足 定理 1.11 的 假设 , 则 至 少 
在 在 一 点 ec, 满足 ， 
”2sin( zy 可 
- 0 1 .14139 
Sinf ec) 二 『 7 一 工区 19 二 0.883631 


过 re= amcsin(0 .8836311 = 1.08356 
1.1.4 级 数 


定义 1.5 设 有 序列 | |， 则 > ，,e, 为 一 无 穷 级 数 , 且 第 n 个 部 分 和 为 5 -= >)，, ore 
当 且 仅 当 序列 fs.12- 收 伍 于 极限 $ 时 ,无穷 级 数 收 敏 , 可 表示 为 : 

lim& = lim ya = 3$ (15) 
如 果 级 数 不 收敛 , 则 称 为 级 数 发 散 。 








1 
-和 1  - 工 __ 11- 1 
2 = 2 FETT = 着 =1- 二 | 
因此 ,无穷 组 数 的 和 为 ， 


6 数值 方法 (MATLAB 版 ) 


5 加 5- 训 人 -站 =: 


定理 .12[ 泰 勒 定 建 ) 若 函 数 PE Cr[a,5, 且 各 E[a,5], 风 对 任意 zxEta 0, 者 存在 
c=efxzjfe 依 末 于 *) 位 于 和 xx 之 间 , 满 足 ， 


ze) =(5) + 总 (xz) (16》 

其 中 : 
PC = 玄 广 生 -加 (1D) 

而 且 : 
玉 (z) = 人 (ao 《18) 


例 1.8 函 教 扎 x)=sinfx) 满 足 定理 1.12 的 假设 , 则 通过 和 将 函 数 F(xz) 在 xx =0 处 的 各 阶 导数 
值 带 入 式 (17), 可 得 到 在 x =0 处 症 =9 的 吴 阶 素 勒 多 项 式 已 (x): 


(sa)=sin(x)， (0) =0， 
jx) = cos(%)， 六 (0) = 1， 
xs) = -sin(z)， 7"(0) =0， 
(xz)] = -ceos(x)， (0) = -1， 
FTx) = eosfz)， 90) = |， 
near- 芝 攻 - 叶 志 


函数 上 和 书 在 区 间 [0,2] 内 的 图 形 表示 如 图 1.6 所 示 。 











图 1.6 阴 数 7z) = sin( xj) 和 泰勒 多 项 式 P(x) = =- 231 + 好 HI -mL + xz/9! 的 图 形 表示 
推论 1.1 如 果 忆 (x*) 是 定理 1.12 中 的 = 阶 素 勤 多 项 式 , 则 ， 
Pa ) = Fro) 下 =0 1 《19) 
1.1.5 多 项 式 求 值 
设 。 阶 多 英 式 有 如 下 形式 ; 


下 = (20) 
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从 纳 (Homer) 方 法 玫 或 综合 除法 是 计算 多 项 式 的 一 种 技术 , 它 可 看 作 是 一 种 内 套 乘法 。 
例如 ,一 个 5 阶 多 项 式 可 改写 为 骨 套 乘法 的 形式 ， 


Pifxz]=fff(asx% + Gd)X+Tas) x+Qa)X 十 全) 十 Go 
定理 1.13( 用 于 多 项 式 计 算 的 霍 纳 方法 】 若 有 如 式 (20)? 的 多 项 式 , 且 * = e 是 用 于 计算 P(e) 


的 数 。 
设 避 ， 二 刀 ,并 计算 : 


人 


号 = +cbi 其 中 下 =m-1lm-2 10 (21) 
歼 im = P(c)。 进 一 步 考虑 ,如 果 ， 
ofz) = 矶 和 二 【22) 
由 
Ptz)=(xzt-e)oolzr)+ 23) 


其 中 oofx) 是 万 一 1 阶 密 项 式 商 , 吕 = 五 三 P(e) 是 余数 。 
证 明 : 在 式 (23) 中 ,用 式 (22) 的 右边 替换 Oo(z), 用 5 替换 员 , 则 可 得 到 : 


媚 ( 和 = 【和 一 和 
= 六 和 二 【的 
二 (一 地 Hb - 反 ) (24) 
通过 比较 式 (20) 和 式 (24)? 的 的 系数 可 确定 所 的 值 , 如 表 1.1 所 示 。 
将 * = e 蔡 换 人 公式 (22), 且 由 于 铅 = % ,可 容易 得 出 结论 Pfe) = 六 ,如 下 ; 


Pfej=(e-e)oofe)+ 避 = 有 (25) 
证 毕 。 
借助 于 计算 机 ,可 以 很 容易 地 实现 式 (21) 中 计算 到 的 递归 公式 。 一 个 简单 的 算法 如 下 所 示 ; 


站 )》 = @() 
for 天 = 站 -1 一 13:0 
总 ) 二 本 (下 ) 十 e 尖 而 (下 十 二) 








end 
表 1.1 用 于 惟 纳 方法 的 系数 所 
过 比较 式 (20) 和 式 ( 寻 ) 求解 下 
和 本 和 上 = 
如“ Ba -1= 血 -1- 届 如 -1= 和 -1+ 动 
姓 不 三 上 一 本 =a+ 号 1 
= 有 二 一 弛 1 加 = 人 0 十 大 | 





-一 一 一 -LI mm=orc 


当 手 工 计算 堆 纳 方法 时 ,将 P(*) 的 系数 写 在 一 行 ,在 。 下 计算 上 = 有 + ci 这样 更 加 
方便 。 这 一 处 理 过 程 如 表 1.2 所 示 。 





名 ” 泰 九 剖 于 1247 年 提出 此 方法 ,而 鸭 纳 于 1819 年 提出 同样 的 方法 一 - 译 者 注 。 
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表 1.2 用 于 综合 除法 过 程 的 需 纳 束 








输入 Gn Gan -1 如 -和 了 全 本 站 全 1 5 

。 区 声 ，) 动 ， ev 动 ， 通 : 地 1 
认 上 忆 一 下 加 后 生 5 = 亚 ( 

输出 








例 1.9 利用 综合 除法 ( 鹤 纳 方法 ) 求 P(3)， 其 中 多 项 式 为 ， 
PKUz)= 呈 -6x4+8x+8s+4y 一 和 








@5 他 4 他 让 2 企 1 站 四 
输 人 1 -6 8 & 4 -各 
三 3 -9 -3 15 57 

1 -3 -1 5 19 17= Pt3) = 加 

曰 可 了 吕 而 输出 


因此 ,PPf3) = 地 。 
1.1.6 微 积分 回顾 的 练习 题 


1.(a) 求解 工 = lin。-。 (4n+1)702a +1), 确 定 fs | = 代 - xj 并 求解 im we 。 
《b) 求解 卫 = lm (2 + 如 -142 +2n+1), 确 定 |e | = 1 -x+ 并 求解 
lim。-。 se 

. 设 jo17 是 满足 lim ze =2 的 序列 。 

《a) 求解 lm -。sinfx ) 
(hb) 求解 lm in(z2 ) 

. 根据 中 值 定 理 ,求解 下 列 函 数 在 指定 区 间 内 满足 值 工 的 数 e。 
(ma 六 xz)7= -这 +284+3, 区 间 为 [-1.0], 工 =2 
(b) Aixz) =v 好 -5x2, 区 间 为 [6,8] ,大 =3 

. 根据 极 值 定理 ,求解 下 列 函 数 在 指定 区 间 内 的 上 界 和 下 界 。 
(a) 六 xs) = 衬 -35+1, 区 间 为 [ - 1.2] 

(b) 大 z) =eos(x)-sinfx), 区 间 为 [0.2r] 
. 根据 罗 尔 定理 ,求解 下 列 冰 数 在 指定 区 间 内 的 ec 值 。 
(a) 搬 x) = 米 -422 ,区间 为 [ -2,2] 
(by FLx) = sinfx)+ain(2x), 区 间 为 [0,27] 
6. 根据 均值 定理 ,求解 下 列 王 数 在 指定 区 闻 内 的 值 。 
(a) ALx)=vx, 区 间 为 [0,4] 


(b) Flz) = -和 ,区 间 为 [0.1] 


7. 给 定 区 间 [0,3] ,将 广义 软 尔 定理 应 用 于 函数 六 xz) = *(s* -1)(z -3) 上 。 
8. 将 第 ~- 基本 定理 应 用 于 下 列 指定 区 间 内 的 函数 。 


fw 


1 


二 


Cn 
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(a) 六 xz)= we 区间 为 [0,2] 
(b) Faz) = 332, 区间 为 [ 11] 





2 十 二 
9 将 第 二 基本 定理 应 用 于 下 列 画 数 。 
(a) 嗓 | izeos( 上 让 (D) 人 上 而 


10. 根据 积分 均值 定理 ,求解 下 列 函 数 在 指定 区 间 内 的 值 。 
(al 7)=6xc ,区 间 为 [ -3,4] 
《人 b) 大 2 灿 = xceosfx) 区间 为 [0,3r/2] 


11. 求解 下 列 序列 或 级 数 的 和 。 
1 1” 了 1” 
9 传 上 中 记 上 ， 
了 3 [ 
(9 2 中 名 古林 


12. 求解 下 列 函 数 在 x% 处 的 4 阶 秦 勒 多 项 式 。 
{(a) Fx)=wvxxo=1l 
(by 六 zs) = 和 二 4 泣 +3X+T1 20 二 站 
(ce) 7 六 x) = oosfz],xno = 他 

13. 设 扩 sx)=sinfx), 且 POx)=s- 和 31 +2151 -171 +w19l。 证 明 Pr0) = 
(0) ,其 中 天 = 29。 

14. 利用 综合 除法 ( 雹 纳 方 法 ) 求 解 P(e)。 
(a] 严 (x)=xi+ 妇 -1 -xl2e=3 
(b) Pfxs)=2x +0+0 -2x4_xr+2qgc= -1 

6. 求解 中 心 位 于 原点 ,半径 在 1~3 之 间 的 所 有 加 的 平均 面积 。 

16. 设 多 项 式 P(x) 在 区 间 [e, 纪 内 有 = 个 实 根 ,证 明 Po"D(x) 在 区 间 [a, 纪 内 至 少 有 1 
个 实 根 。 

17. 设 放 六 和 广 在 区 间 [e ,内 有 定义 , 且 Fa) = AD) =0, 当 Fe)>oce(ke, 忆 时 ,证 
明 存 在 数 dE (ec,b) 满足 "fd)<0。 


1.2 二 进 制 数 


在 日 常生 活 中 ,人 们 通常 使 用 十 进 制 数 进行 计算 ,但 大 多 数 计算 机 内 部 通常 采用 二 进 制 
数 。 虽 然 从 表面 上 看 ,计算 机 的 通信 ( 输 人 .给 出 操作 ) 是 基于 十 进 制 数 的 ,但 这 并 不 表示 计算 
机 内部 采用 的 是 十 进 制 数 。 事 实 上 ,计算 机 首先 将 输入 的 十 进 制 数 转换 成 二 进 制 数 , 然 后 进行 
二 进 制 运算 ,最 后 将 答案 再 转换 成 十 进 制 数 显示 出 来 。 可 以 通过 下 述 实验 对 此 进行 验证 。 例 
如 某 计 算 机 的 最 高 精度 为 9 位 十 进 制 数 , 它 计算 下 述 公式 的 结果 为 ， 


100 000 


2,10.1 = 9999.99447 (1) 


式 (1) 是 对 数 放 进 行 100 000 次 累加 ,而 它 的 算术 精确 值 应 当 是 10 000。 通 过 上 述 分 析 , 说 明 计 
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算 机 的 计算 过 程 存 在 着 明显 的 误差 。 在 本 节 的 最 后 ,将 具体 描述 当 计算 机 将 十 进 制 小 数 0 转 
换 成 二 进 制 数 时 ,误差 是 如 和 何 产生 的 。 
1.2.1 二 进 制 数 


大 多 数 的 数学 计算 都 采用 十 进 制 数 。 例 如 ,十 进 制 数 1563 的 展开 式 为 ， 
1563= (1x1l0)+(Sx1)+(6xi0+(3x1l0) 
通常 , 若 A 为 一 正 整数 , 则 存在 数 ao,a; ,…,m 使 得 w 的 十 进 制 扩展 表达 式 为 ， 
六 =(exI0)+(e xl0 + +axl0)+(oox1l0) 
其 中 数 ex 的 取 值 范围 为 10,1,…,8,91。 则 六 的 十 进 制 表 示 为 ， 





. 餐 = aak-1 aa aigo 【十进制 ) {21) 
如 果 已 知 数 为 十 进 制 , 则 式 (2) 可 表示 为 : 
剖 = 全 钙 0 


例如 ,1563 = 1563。。 
”车 用 2 的 寡 表 示 , 则 十 进 制 数 1563 可 表示 为 : 
1563 = (1x20)+(1x2)》+(0x 富 )+(0x2)+fOx26) 

+(Ox 全 )+(1x2)+(1xY)+(Ox2)+Ux21) 

+(Ix20) {3) 
可 通过 如 下 计算 进行 验证 : 

1563 = 1024+3512+16+8+2+1 

通常 苦 六 为 一 正 整数 , 则 存在 数 名 , 欠 ,…, 玉 使 得 六 的 二 进 制 展开 表达 式 为 ， 


. 让 = (页 X2) (TIX27+ + 页 X2)+{ttx20) (4) 
其 中 数 号 为 0 或 1。 则 六 的 二 进 制 表示 为 ， : 
下 = 六 2 和 (二进制 ) 《3) 


利用 式 (5) ,可 以 将 式 (3) 表 示 为 : 
1563 = 11000011011，。 


注 : 单 词 two "作为 下 标 出 现在 二 进 制 数 的 末尾 ,以 便于 读者 区 分 十 进 制 数 和 二 进 制 数 。 因 此 ， 
111 玫 示 数 一 百 一 十 一 ,而 111、 表 示 数 七 。 

通常 ,由 于 2 的 等 的 增长 小 于 10 的 宕 的 增长 ,因此 数 mw 的 二 进 租 表 示 位 数 远大 于 它 的 十 
进 制 形 示 位 数 。 

通过 式 (4) 可 得 到 一 个 计算 w 的 二 进 制 表 示 的 有 效 算 法 。 和 将 式 (4 和 的 两 边 同 除 以 2 可 得 ， 


守 =( 思 x2050+(o-0x2059+ 和 +( 人 (x+ 和 《6) 
这 样 Y 除 以 2 的 余数 是 名。 下 面 来 计算 与。 如 果 式 (6) 表 示 为 YA/2 = gu + 如/2, 则 有 : 
Co =《DxX2 + xX242)+…+( 加 x2)+(NX20) (7) 
将 式 (7)? 的 两 边 同 除 以 2 可 得 ; 


泉 = (Cox252)+(b x27 + 和 (本 x2)+ 
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这 样 Qu 除 以 2 的 余数 是 六 。 将 这 个 计算 过 程 持续 下 去 ,可 分 别 得 到 商 序列 1@s | 和 余数 序列 
| 到。 当 找 到 整数 7 满足 @ =0 时 ,计算 过 程 停 止 。 这 些 序 列 符合 如 下 公式 : 

六 =20Oo +b 

@o=2Qi + 


@-z=28r-1 + 有 - 
@-=20 + 贡 《2 = (3) 
例 1.10 完成 1563 = 11000011011， 的 计算 过 程 。 


根据 式 (8) ,从 六 =1536 开始 ,构造 商 序列 和 剑 孝 序列 ， 
1563 =2x 781+1， 加 =1 
781=2x390+1， 和 =1 
390=2x 195+0， 本 = 人 
195=2x 好 +1， 丙 = 
97=2Xx 48+1， 二 = 
48=2x 24+0， 矶 =0 
24=2x 12+0， 吏 =0 
12=2x 64+0， 咏 =0 
6=2x 3+0， Ba = 昌 0 
3=2x 1+1， 和 =I 
1=2x 0+1， 5o=1 
虽 1563 的 二 进 制 表示 为 : 
1563 = 5 bo 5 5 Bo = 11000011011 
1.2.2 序列 与 级 数 
当 有 理 数 表示 为 小 数 形式 时 ,可 能 需要 无 穷 多 的 位 数 。 下 面 是 一 个 常见 的 例子 ; 
了 =0.3 (9) 
这 里 的 符号 3 表示 数 3 重复 无 穷 次 ,形成 无 穷 循 环 小 数 。 式 (9) 的 基 为 10, 而 且 从 数学 意义 上 


讲 , 式 (9) 是 式 {10) 的 一 个 简化 表示 。 
S =(3x10- +(3xt0-2) + 二 (3x10-7+， 


= 阅 3(10)…= 杞 (10) 


如 果 只 显示 有 限 位 数 , 则 可 得 到 13 的 近似 值 。 例 如 ,113<0.333 = 33311000。 近似 值 的 误 
差 为 113000。 根 据 式 (10) ,可 验证 173 = 0.333 + 1/3000。 


理解 式 (10) 的 展开 表示 是 非常 重要 的 。 一 个 基本 的 方法 是 在 两 边 都 乘 以 10, 再 相 减 ,如 
下 所 示 。 


12 数 慎 方法 (MATLAB 版 ) 


]08S=3+ 人 3x10-0+f3XIt +…T(3XTIO-2 + 
-S= -(xl10)-(3x10 7-…-(3x10)-… 
9S=3+fO0x10- +f0x10 +…+(OX10-7 二 


这 样 可 得 到 3= 3/9 = 113。 在 许多 有 关 微 积分 的 书 申 都 可 找到 证 明 两 个 无 穷 级 数 之 善 的 
相关 定理 。 下 面 将 介绍 一 些 基 本 概念 ,要 得 到 更 详细 的 内 容 可 参见 与 徽 积 分 相关 的 正式 教材 。 


定义 1.6( 几 何 级 数 ) 无 穷 级 数 ; 





yon = e+E+E + (11) 
其 中 ez0, 且 rz0, 称 之 为 比率 为 的 几何 级 数 。 
定理 1.14( 几 何 级 数 ) 几何 级 数 有 如 下 性 质 ， 





如 果 1r1<1 则 六 o = 区 一 (12) 
如 果 lrl>1l , 则 级 数 发 散 《13]) 
证 明 :有 限 项 几何 级 数 的 和 订 囊 示 为 : 
8 = e+ 杂 +Gr2t+， 0 其 中 rr 天] 【14) 
为 了 建立 起 (2) 可 以 看 到 ， 
ri<1 意 味 着 lmr ”=0 (15) 
这 样 当 n->m ,根据 式 (14) 和 (15) 可 得 : 
= ”= 





根据 1.1 节 的 式 (15) ,可 证 明 (32) 成 立 。 

如 果 17r11 则 序列 } 拓 不 收 敏 。 因 此 式 (14) 中 的 序列 1S, 不 存在 极限 。 这 样 , 可 证 明 
式 (13) 成 立 。 

根据 定理 1.14 中 的 式 (12), 可 得 到 一 个 将 无 穷 循环 小 数 转换 成 分 数 的 有 效 方 法 。 


例 1.11 


0.3 = 73(10) 3 它 3010) 
3 10 1 
1 3 


1 而 


= -3+ 





1.2.3 二 进 制 分 数 


二 进 制 (基数 为 2) 分 数 可 表示 为 2 的 负 早 的 和 。 如 果 丸 是 - .个 实数 , 目 0< 六 < 1, 则 存在 
,了 满足， 


有 = (dx2 )+( 中 x22)+…+( 四 xx23)+… (16) 
其 中 本 E 和 ,于 。 式 (16) 右 边 的 值 通常 可 表示 成 二 进 制 分 数 形式 ， 
及 =0.Gid 志 en 《17] 


许多 实数 的 二 进 制 表 示 都 有 无 穷 位 。 分 数 7/10 的 十 进 制 表示 为 0.7, 但 它 的 二 进 制 表示 都 有 
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无 穷 位 : 
=0.10i0 (18) 
式 (18) 中 的 二 进 制 小 数 表示 有 无 穷 位 ,由 0110 四 个 数 重复 循环 构成 。 
现在 可 开发 一 个 计算 二 进 制 表示 的 有 效 算 法 。 如 果 式 (16) 的 两 边 都 乘 以 2, 则 结果 为 : 
2 尺 = 丰 +(( 和 x2 + +( 人 xx271)+ 0) (9) 
式 (19) 右 边 的 括 导 中 的 值 是 一 个 小 于 !1 的 正 数 。 因 此 路 是 2R 的 整数 部 分 。 继 续 上 述 步骤 ， 
可 得 到 式 (19) 的 小 数 部 分 ,表示 为 ; 


= fracf2 员 ) = (ds x2-1) + ( 攻 X29 二 全 (20) 
其 中 fac(28) 是 实数 2 员 的 小 数 部 分 。 在 式 (20} 两 边 嫉 以 2, 可 得 ， 
2 本 = 加 + X2 7+ 和 HG X2 +) (21) 


根据 式 (21) 的 整数 部 分 可 得 心 = int(2 开 )。 
如 果 继 续 上 述 过 程 ,无 限 执行 下 去 (如 果 尽 是 一 个 无 限 不 重复 的 二 进 制 表示 ) , 则 递归 地 
得 到 序列 {& 和 | 忆 | 





全 =intt2 天 1)， 

本 = frac(2 天 1) 《22) 
其 中 四 =int(2R), 上 且 局 =fac(2 尽 )。 通 过 下 殉 收 敛 的 几何 级 数 : 

及 = 阿 已 (2) 
可 描述 出 及 的 二 进 制 小 数 表示 。 
例 1.12 通过 式 (22), 可 以 计算 出 式 (18) 中 7110 的 二 进 制 小 数 表示 。 证 尺 =7110=0.7, 则 ; 


2R -1.4 dl =int(1.4)=1 = fnae(1.4) =0.4 
2F, =0.8 山 =int(0.8) =0 忆 = frac(0.8) =0.8 
2 忆 =1.6 di=int(1.6) =1 忆 = fac(1.6)=0.6 
2 =1.2 dj=int(l.2)=1 下 = frac(1.2) =0.2 
2P =0.4 机 =int0.4) =0 忆 =frac(0.4) =0.4 
2 所 =0.8 =int(0.8)-0 本 =fae(0.8)=0.8 
2Fs=1.6 =int(1.6)=1 已 =fae(1.6) =0.6 


注意 2 = 1.6=256o 当 天 =2,3,4,… 时 ， 可 得 到 衬 式 全 二 二， 和 下 二 世 oo 这 样 
7110=0.10t10、，。 


通过 几何 级 数 可 找到 二 进 制 有 理 数 的 十 进 制 形 式 。 
例 1.13 求解 二 进 制 有 理 致 0. 01, 的 十 进 制 形 式 。 根 据 展开 式 有 ; 


”0.0 =(0x2-0+CLx2-2]+(OXx2-3+(1X2-4) 二. 


= > (22) = -1+ 六 02 


上 = 站 
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1 4 1 
三 人 人工 -+ 可 = 配 
二 
1.2.4 二 进 制 移 位 
通过 移 位 操作 ,可 以 简化 求解 无 穷 循环 的 二 进 制 有 理 数 的 过 程 。 例 如 ,3 为 : 
S=0.0000011000， (23) 
在 式 (23) 两 边 乘 以 三 ,将 小 数 点 右 移 5 位 ,得 到 328, 即 ; 
325 =0. 11000， (24) 
同样 ,在 式 (23) 两 边 滋 以 2 ,将 小 数 点 右 移 1 位 ,得 到 10248S , 即 : 
10243 = 11000. 1000、 (25》 


式 (25) 的 左右 两 边关 去 式 (24) 的 左右 两 边 可 得 到 9%928 = 11000,。 或 根据 H000、= 24, 得 到 
9925 =24, 则 3 = 8/33。 


1.2.5 科学 计数 法 


通过 对 十 进 制 小 数 点 移 位 并 飞 以 10 的 寡 , 是 表示 实数 的 标准 方法 之 一 ,通常 被 称 之 为 科 
学 计数 法 。 例如: 
站 .0000747 = 7 了 .47 x 10 
31.4159265 = 3.14159265 x 10 
9700 000000=9.7x10 
在 化 学 领域 , 阿 估 伽 德 罗 (Avogadm) 数 是 一 个 重要 的 常量 ,可 表示 为 6.02252 x 102 。 它 是 
单个 分 子 的 克 原 子 重量 下 的 原子 个 数 。 在 计算 机 中 ,1 天 = 1.024x 1D。 


1.2.6 机 器 数 


计算 机 使 用 规格 化 浮 点 二 进 制 表示 实数 。 这 意味 着 实数 * 的 算术 值 并 没有 实际 存放 在 
计算 机 中 ,计算 机 实际 存放 的 是 x 的 近似 值 ; 
和 上 土 可 X2" (26) 
其 中 数 9 称 为 尾数 , 它 是 一 个 有 限 的 二 进 制 数 ,满足 不 等 式 12<g <1。 整数 = 称 为 阶 码 。 
在 计算 机 中 ,只 使 用 了 实数 系统 的 一 小 部 分 子 集 。 典 型 的 子 集 一 般 只 包 侣 式 (26) 表 示 的 
一部分。 二进制 数 的 个 数 受 9 和 m 的 严格 限制 。 例 如 ,在 下 述 正 实数 集合 中 的 所 有 实数 ， 
6. 机 中 而 避 。x2 (27) 
其 中 心 = 症 而 吃 , 必 , 夏 为 0 或 1, 而 且 mE1-3,-2,- 1 .0.1.2.3 .4 在 式 (27) 中 尾数 和 阶 
码 各 有 8& 种 选择 ,下 产生 研 个 数 的 集合 : 
10.1000。 x 2 ,0.1001。 x2-3 ,0.1110，x2,0.1111，x2| (38) 
这 64 个 数 的 十 进 制 形式 如 表 1.3 所 示 。 当 式 (27) 中 的 尾数 和 阶 码 受 限 时 ,计算 机 只 能 选 
用 有 限 的 数 存 情 实数 * 的 近似 值 。 
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表 1.3 必 数 为 4 比特 (bit) , 阶 码 为 nn= -3, -2…，'3,4 的 二 进 制 数 集合 的 十 进 制 囊 示 

















阶 码 
尾 歼 
元 关 -3 及 = 一 六 = 一 1 有 = 站 是 基 工 严 一 了 上 凡 三 3 首 二 村 
0.1000- 履 .0625 .125 间 . 瑟 四 ,5 1 2 所 吕 
四,100tw 0.0703125 站.140625 站 . 双 125 站 3625 1 .125 2.25 母 .5 多 
虽 , 1010 在 ,07383125 息 , 15635 日 ,3125 站 ,6025 1】 .5 2.5 ] ] 
站 ,1 芍 1L 侨 .( 取 59375 0.1318 了 5 自 . 贡 和 于 .后 15 1.375 ,了 本 .5 11 
0.1100。.。 .093 防 总 .187S 0.375 避 .75 了 .5 ] 台 1 
必 .1101。 人 夏 .1015625 站 .203125 人 .406025 也 ,8125 1 .825 3 好 丘 . 作 二 
1140 心 . 109375 吕 .21 人 7 曲 .4375 个 ,875 1 .六 3 了 .5 了 ]4 
了 .和 























必 .234375 1 .875 





如 果 计算 机 的 尾数 为 4 比特 ,如 何 计算 { 五 + 荆 ) + 去? 假定 计算 机 将 实数 四 舍 五 人 为 表 
1.3 中 的 二 进 制 数 ,可 根据 表 1.3 查找 各 个 实数 所 对 应 的 最 佳 近似 乱 : 


击 =0.110l。 x2-3=0.01101，x2-: 
1 
了 =0.110lwx2 一 = 0.1101，x2-? 029) 
子 1.00111，、x2- 
二 


计算 机 必须 确定 如 何人 存储 数 1.0011l..x 2-*。 若 数 被 四 舍 五 人 为 0.1010，x 2 , 则 下 一 
步 是 ， 


0=~0.1010。。 x2-1=0.1010、x2-1 


- 林 7T (39) 


0 

工 

6 =0.1011.x2 一 =0.01011，x2-1 
了 0.11111。x2- 
15 


计算 机 必须 确定 如 何 存储 数 0.11111,。x 2-!。 由 于 假定 数 被 四 舍 五 人 , 刚 数 被 存储 为 
0.10000 x2。 因 此 ,加 法 问题 的 计算 机 解 为 ， 


车 ~0.10000。 x 刀 03 
计算 机 的 计算 误差 为 : 
藻 -0.10000。 ~0.466667 - 0.500000~0.033333 (32) 
如 果 用 百分比 来 表示 , 则 误差 为 7.14 猎 。 
1.2.7 计算 机 精度 


为 了 精确 地 存储 数值 ,计算 机 必须 使 用 二 进 制 泽 点 数 。 其 中 ,要 表示 7 位 十 进 制 数 至 少 需 
枝 寻 比特 的 尾数 ;如 果 使 用 32 比特 的 尾数 , 则 可 存储 9 位 十 进 制 数 。 现 在 重新 考虑 在 本 节 开 
始 时 式 (1) 中 允 到 的 困难 , 即 计算 机 累加 1710。 

设 式 (26) 中 的 尾数 g 的 位 数 为 32 比特 。 根 据 条 件 112< y ,可 得 到 第 一 个 数 本 =1。 因 
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3 =0.Tda 四 cl da . 《33) 
当 把 小 数 部 分 用 二 进 制 形式 表示 时 ,通常 是 无 限 循环 小 数 。 例 如 下 列表 达 式 ， 
瑟 =0.0001 《34) 
当 使 用 32 比特 的 尾数 时 ,计算 机 对 数 进行 截断 后 的 内 在 近似 值 为 : 
二 =0.11001100110011001100110011001100,。 X3-3 《35) 
式 \35) 中 近似 值 的 误差 为 式 (35) 与 式 (34) 的 差 值 , 即 : 
0. 1100。x2-5=2.328306437 x 107 (36) 


由 于 式 (36) 的 存在 ,计算 机 对 式 (1 中 的 110 进行 100 000 次 累加 后 ,必然 存在 误差 。 谍 
差 大 于 (100 000)(2.328306437 x 10-1) = 2.328306437 x 10-5。 实 际 上 ,在 计算 过 程 中 还 存在 着 
更 大 的 误差 。 原 因 是 部 分 和 可 能 随时 会 被 四 含 五 人 ,而 且 随 闭 和 的 增加 ,1710 的 后 一 个 加 数 远 
小 于 逐 潮 增 加 的 累加 和 , 它 在 计算 中 的 影响 会 被 舍弃 。 这 样 各 种 误差 带 来 的 组 合 效应 使 得 实 
际 产 生 的 误差 为 10 000 - 9999.99447 = $.53x10-。 


1.2.8 计算 机 浮 点 数 


计算 机 采用 整数 覃 式 和 泽 点 模式 表示 数 。 整 数 模式 主要 用 来 进行 整数 计算 ,在 数值 分 析 
中 的 作用 有 限 。 而 科学 工程 应 用 中 主要 采用 浮 点 数 。 必 须要 明确 如 下 事实 :在 计算 机 实现 式 
《26) 时 ,尾数 9 的 位 数 是 有 限 的 ,而 用 阶 码 = 的 范围 肯定 也 是 有 限 的 。 

在 以 32 比特 表示 单 精 度 实 数 的 计算 机 中 , 阶 码 用 8 比特 表示 ,尾数 用 24 比特 表示 。 因 
此 , 它 可 表示 的 实数 范围 是 : 

2.938736 忆 ~39 到 1.701412 互 +38 

《好 2“ 到 2”), 有 6 位 十 进 制 数值 精 庶 (例如 ,2-2 =1.2x 10-7)。 

在 以 牧 比特 表示 单 精 度 实数 的 计算 机 中 , 阶 码 用 8 比特 表示 ,尾数 用 40 比特 表示 。 因 
此 , 它 可 表示 的 实数 范围 是 ; 

2.9387358771 五 -39 到 1.7014118346 忆 + 38 

( 即 2 王 到 22), 有 11 位 十 进 制 数值 精度 (例如 ,2- 如 =1.8x10-2)。 

对 于 以 全 比特 表示 双 精 度 实 数 的 计算 机 , 它 可 能 用 11 比特 表示 阶 码 ,用 53 比特 表示 尾 
数 。 因 此 , 它 可 表示 的 实数 范围 是 ， 

5.562684646268003 五 - 309 到 8.988465674311580 忆 + 307 

( 即 2 到 2m), 有 16 位 十 进 制 数 值 精度 (例如 ,2- 人 =2.2x10-56)。 


1.2.9 二 进 制 数 的 练习 
1 利用 计算 机 求解 下 列表 达 式 。 提 示 :目的 是 让 计算 机 重复 执行 减法 计算 ,不 要 借助 于 
乘法 计算 。 
(a) 10000- 习 ”0.1 (b) 1I0 000- 多 ，，0.125 


2 利用 式 (4) 和 式 (5), 将 下 列 二 进 制 数 转 换 成 十 进 制 形式 。 
(ay 10101， {b) 111000， 


11， 


第 1 齐 预备 知识 17 





(c) 11111110。 (d) 1000000111、 

利用 式 (16) 和 式 (17) ,将 下 列 二 进 制 小 数 转换 成 十 进 制 形式 。 
(a) 0.11011，。 《hb) 0.10101， 
《ec) 0.1010101，。 (d) 0.110110110， 


， 将 下 列 二 进 制 数 转 换 成 十 进 制 形式 。 


《ay 1.0110101， 《by 11.0010010001， 


练习 4 中 的 数 是 /2 和 r 的 近似 值 。 求 解 近 似 值 的 误差 , 即 计算 下 列 值 。 


《alvY2-1.0110101.( 利 用 /2 = 1.41421356237309…) 
《b) rr- 11.0010010001..( 利 用 = 3.14159265358979.…) 
参照 例 1.10, 将 下 列 十 进 制 数 转 换 成 二 进 制 形式 。 
《al) 23 (bb 87 (ce] 378 (ad 238 8 


参照 例 1.12, 将 下 列 十 进 制 数 转换 成 如 0.d& 吃 …dw 形 式 的 二 进 制 小 数 。 


《al 37]16 (b) 13716 {e) 23732 《d) 7$/128 
参 若 例 1.12, 将 下 列 十 进 制 数 转换 成 二 进 制 无 限 循 环 小 数 。 
fa) 1710 (by 13 {e] 17 


求解 下 列 具有 7 位 有 效 数 字 的 二 进 制 近似 值 的 误 盖 届 -0 而 瑟 丰 到 矶 矶 。 


(aj 110=0.0001100、 (b) 17=0.0010010、 


. 证 明 二 进 制 展开 式 117 = 0. 00l 与 二 = 可 而 + 二 +… 等 价 。 利 用 定理 1.14 来 建 


立 这 个 展开 起 。 
证 明 二 进 制 展开 式 115 = 0 与 3 - 孝 + 霹 + … 等 价 。 利 用 定理 1.14 来 建 
立 这 个 展开 式 。 





. 证 明 对 于 任意 的 数 2-”, 其 中 N 是 正 整数 , 可 表示 为 N 位 十 进 制 孝 即 2-Y - 


0.d4 二 中 dr。 提 示 :12=0.5,14=0.25 pw。 


- 根据 表 1.3 来 判断 当 用 有 4 位 尾数 的 计算 机 执行 下 列 计 算 时 ,会 得 到 什么 结果 。 


四 人 二 (站 
中信 :二 : 四 全 


. 证 明 当 将 式 (8) 中 所 有 等 式 中 的 2 替换 为 3 时 ,可 得 到 一 个 求解 正 整数 的 三 进 制 表示 


形式 的 方法 ,并 求解 下 列 整数 的 三 进 制 表 示 形 式 。 
(a) 10 (b) 23 (ce) 421 (d) 178 4 


: 证 明 当 将 式 (22) 中 所 有 等 式 中 的 2 替换 为 3 时 ,可 得 到 一 个 求解 正 数 RL0< 员 < 的 


三 进 制 表示 形式 的 方法 ,并 求解 下 列 正 数 的 三 进 制 表 示 形 式 。 
《a) 173 (b) 172 (ec) LI10 (d) 11727 


. 证 明 当 将 式 (8) 中 的 所 有 等 式 中 的 2 替换 为 5 时 ,可 得 到 一 个 求解 正 整 数 的 五 进 制 表 


未 形 式 的 方法 ,并 求解 下 列 整数 的 五 进 制 表示 形式 。 
(ay 10 tb) 35 fce) 721 (d) ?334 
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17. 证 明 当 将 式 (22) 中 的 所 有 等 式 中 的 2 替换 为 5 时 ,可 得 到 一 个 求解 正 数 玉 (0< 有 <1) 
的 五 进 制 表 示 形 式 的 方法 ,并 求解 下 列 正 数 的 五 进 制 表示 形式 。 
《ay 173 《b) 1 《e) 1710 《d 154/1625 


1.3 误差 分 析 


读者 将 从 数值 分 析 的 练习 中 学 习 到 非常 重要 的 一 点 , 即 计算 结果 并 不 确切 地 等 于 精确 结 
果 , 因 为 存在 不 少 隐 含 的 方法 会 玻 坏 数值 结果 的 精 记 ， 对 这 一 点 的 理解 将 有 助 于 研究 人 员 实 
现 和 开发 正确 的 数值 算法 。 


定义 1.7 设 忆 是 P 的 近似 值 , 则 绝对 误差 是 吕 ,简称 误差 。 相 对 误 善 是 只 = 1p -MIpi, 其 
中 Pz0。 

误差 仅仅 是 真 值 与 近似 值 之 间 的 差 ,而 相对 误差 在 很 大 程度 上 依赖 于 真 值 。 
例 1.14 找 出 于 面 三 种 情况 下 的 误 姜 和 相对 误差 。 

设 =3.141592,x* =3.14, 则 误差 为 ， 


= |x-XYl=13.141592 -3.141 = 0.001592 【1a) 
相对 误差 为 : 
_ 1 一 zl 0.001592 _ 
六 = 一 =3141592 一 0.00507 
证 y=1000 000,y =999 996, 则 误差 为 ; 
豆 =1y-yl=11000000-9999961=4 (1b) 
相对 误 盖 为 : 
R =J=-y7YI- 4 -0.000004 





刘 x=0.000012,z =0.000009, 则 误差 为 ， 








吾 = 1z-z| = 10.000012 -0.000009|1 = 0.000003 (lo) 
相对 误差 为 ; 
_ 1z-2| 0.000003 
人 = 1 00005 一 0. 


在 例 (1a) 中 ,六 和 刃 间 无 太 大 差别 ,都 可 用 来 判别 # 的 精度 。 在 例 (1b) 中 ,y 值 的 数量 级 为 
10 ,误差 已 很 大 ,相对 误差 很 小 。 在 这 种 情况 下 ,可 认为 少 是 y 较 好 的 近似 值 。 在 例 (lc) 中 ， 
xz 值 的 数量 级 为 10“, 误 差 玉 是 3 全 计生 怖 小 的 ,但 相对 误差 是 最 大 的 。 如 果 用 百分数 的 
形式 ,相对 误差 为 25 狗 ,这 样 = 是 z 的 不 良 近似 值 。 当 1P1 远 离 1 时 (大 于 或 小 于 ) ,与 误 卷 书 
相 比 ,相对 误差 部 能 更 好 地 表示 近似 值 的 精确 程度 折 于 相对 误差 计 接 处 理 属 数 ， 所 坟 浮 点 
形 和 示 主要 采用 相对 误差 。 


定 尺 1.8 如 果 4 是 满足 下 列 不 等 式 的 最 大 正 整数 , 则 称 数 六 近似 p 时 具有 4 位 有 效 数字 。 


Ip-pl .10- 
人 < (2) 
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例 1.15 判断 例 1.14 中 近似 值 的 有 效 数 字 。 
如 果 YY=3.141592,zxz =3.14, 则 1z -xl1xl=0.000507.< 10-22。 因 此 ,之 近 仆 寺 时 具有 2 


位 有 效 数 字 。 (3a) 
如 果 y=1000 000,7 = 999 996, 则 17 -71/1y1 = 0.000004 < 10-5/2。 因 此 ,了 近似 y 时 具 


有 5 位 有 效 数 字 。 (3b) 
如 果 z=0.000012,z =0.000009, 则 lz -zl/1zl = 眉 人 5<10-212。 因 此 沁 近 似 z 时 无 有 效 数 字 。 (3o) 
1.3.1 截断 误差 


截断 误差 通常 是 指 用 一 个 基本 表达 式 替换 一 个 相当 复杂 的 算术 表达 式 时 所 引信 的 误差 。 
这 一 术语 从 用 裁 断 泰 勒 级 数 蔡 换 一 个 复杂 表达 式 的 技术 中 衍生 而 来 。 全 如, 无穷 素 勒 级 数 ， 


可 用 它 的 前 5 项 1 + 2+ 苛 + 苯 + 条 来 埋 代 。 这 样 可 以 完成 求解 累积 的 数值 近似 值 。 


后 由 
放 


例 1.16 设 有 | o2d =0.544987104184= p, 当 用 巷 疡 泰勒 级 教 己 (5] -14 导 + 丰 + 条 + 友 赤 人 


被 积 数 扩 x) = er 时 ,确定 积分 近似 值 的 精度 。 
替换 后 的 积分 近似 值 为 : 


贿 | 。 机 攻 x 】 四 和 如 和 )” 
外 + 亲 + 和 + 生 ja = (z+ 三 + 


1 1 1 1 1 
2 计 320 35376 110 592 


_2 109 和 ! 
= 了 六 0 7 而 


因为 10 12 > 1pP -PPpL=7.03442 x 10-7 > 10-572， 则 近似 值 忆 近似 真 值 户 = 
0.544987104184 时 有 5 性 有 效 数 字 。 7y= xz)=er ,y=P(x) 的 曲线 图 ,范围 在 0< <12 
内 的 曲线 下 区 域 面积 如 图 1.7 所 示 。 


机 1 





= 10.544986720817 = 








0.0 站 5 ]1.0 1.$ 


图 1.7 7= za)= e ,7= 户 (x) 的 函数 曲线 图 ,以 及 当 0< xz 过 工时 曲线 下 的 区 域 面 积 


1.3.2 舍 入 误差 
计算 机 表示 的 实数 受 限 于 尾数 的 固定 精度 ,因此 有 时 并 不 能 确切 地 表示 真 值 , 这 一 类 型 的 
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误差 被 称 为 含 人 误差 。 在 上 一 节 中 ,计算 机 对 存储 的 实数 110 = 0.00011。 进 行 了 截断 ,对 实 
际 存储 在 计算 机 中 的 数 的 最 后 一 位 进行 了 四 舍 五 人 。 综 上 所 述 , 由 于 计算 机 硬件 只 支持 有 限 
位 机 器 数 的 运算 ,因此 在 计算 中 将 可 能 引 人 和 传播 伟人 误差 。 


1.3.3 售 去 和 合 入 


设 任意 实数 p 的 规格 化 浮 点 表示 形式 为 ; 
= 二 0. 国 本 赴 … 丰 @ 10" (4) 
其 中 当 J >]1 时 ,有 1 三 国生 9 和 0< 可 <9。 设 站 是 计算 机 泽 点 计算 中 浮 点 数 的 最 大 位 数 ， 
则 实数 p 表示 为 zs.(p): 
用 ao(B) = 土 0.di 中 … 有 xx10" - 《3 
其 中 当 1<j st 时 ,有 0<ds9 和 1 过 四 二 9。 数 As。(P) 称 为 p 的 舍 去 浮 点 表示 (chopped 
foating - Pointing representation) 。 在 这 种 情况 下 ,js。(P) 的 第 上 位 数 与 p 的 第 有 位 数 相间 。 另 -_- 
种 上 位 表示 法 是 舍 人 浮 点 表示 (rounded floating - point representatiom) 彤 (Ph 
PP)= 寺 0 丰 中 起 …r xjl0* (6) 
其 中 当 1<y< 关 时 ,有 1 和 四 和 9 和 0< 术 二 9, 而 且 最 后 一 位 数 ” 是 最 通 近 吉 下 ， 二 和 7 
的 整数 。 例 如 ,有 实 煞 ， 


p = 学 = 3.142857142857142857…… 


则 有 如 下 的 6 位 有 效 数 字 表 示 形 式 : 
ao(P)=0.314285 x IO 
太 afp)=0.314286 x 10! 
通常 ,p 的 含 去 表示 和 伟人 表示 可 分 别 写成 3.14285 和 3.14286。 读 者 必须 从 根本 上 了 解 
和 注意 计算 机 使 用 的 各 种 售 人 浮 点 表示 波 。 


1.3.4 精度 损失 


设 有 两 个 数 pP = 3.1415926536 和 p = 3.1415957341 ,二 者 几 平 相等 , 旦 都 有 11 位 有 效 数字 
糖度。 它们 的 差 为 ;:p - 9 = -0.0000030805。 由 于 p 和 3 的 前 6 位 数 相等 ,所 以 它们 的 差别 只 
有 5 位 数字 精度 。 这 种 现象 称 为 精度 损失 (loss of significanece) 或 差额 抵消 (aubtmactive caneel 
lation) 。 如 果 不 注意 到 这 一 点 ,最 终 计 算 结果 的 精度 可 能 会 逐渐 减少 。 


1.1 光 三 融 一 3 区 = 一 _， 部 ws 
例 1.17 设 A(z)》=x(wx+I-vz),grz) 万 1 产 用 6 位 有 效 数字 和 含 入 法 比较 
500) 和 8(500) 的 计算 结果 。 
先 者 虑 第 一 个 函数 : 


扰 500) = 500(v 501 - 500) 
=3500(22.3830- 22.3607) = 500(0.0223》 = 11.1500 
对 于 8(x) 有 : 


so 
<“0500) -77 
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= 11.1748 





5 5S00 
到. 马 30+ 22.3607 ”4 科 .7437 
从 教学 意义 上 讲 ， 第 二 个 函数 5(x) 等 价 于 7(xz) ,其 推导 过 程 如 下 所 示 ， 
Cs) -22TI-YENY STTV 
w+TTT+WY 
_ (VCVA7) 
W 和 十 二 V 
加 考 
EVAYTT+HVY 
结果 &g(500) = 11.1748 存在 较 少 的 误 善 ,当真 值 11.174755399747198… 舍 入 到 6 位 数 时 与 
g(500) 的 值 相同 。 


读者 可 通过 习题 12 学 习 如 何 避 免 在 二 次 根 公式 中 的 精度 报 失 。 下 例 显示 的 截断 泰勒 级 
数 有 时 有 助 于 避 多 精度 损失 造成 的 误差 。 


例 1.18 设 














* 1 1 了 
A(z) = 二 PC) = 二 + 总 + 各 


用 会 入 法 和 6 位 有 效 教 字 比 较 扎 0.01) 和 已 (0.01) 的 计算 结果 。 函 数 已 (x) 是 Fz] 
在 xY=0 处 的 展开 的 二 阶 泰 勒 多 项 式 。 





对 于 第 一 个 画 数 有 ; 
et -1-0.01 1.010050-1-0.01 
70.01) = 000 = TD =0.5 
对 于 第 二 个 函数 有 ; 


PIO.01) = 5 十 人 十 3 


=0.5+0.001667 + 0.000004 =0.501671 
结果 P(0.01) =0.501671 存在 较 少 的 误差 ,当真 值 0.50167084168057542… 舍 入 到 三 位 数 
时 与 8(500) 的 值 相 同 。 


对 于 多 项 式 求 值 计算 ,有 时 可 以 通过 将 表达 式 重新 表示 为 欢 套 乘 的 形式 ,以 获得 较为 理想 
的 结果 。 


例 1.19 设 Pfs)= 娄 _-3xz2+37-1 和 Qtr)=fz-3)r+3r -1。 用 3 性 会 入 算法 计算 
P(2.19) 和 @(2.19) ,并 与 页 值 进行 比较 ,其 中 P(2.19) = 0(2.19) = 1.685159。 


P(2.19)=(2.19P -3{2.19)2 +3(2.19) -1 
=10.5-14.4+6.57 -1=1.67 
Qt2.19)=((2.19-3)2.19+3)2.19-1=1.69 
误差 分 别 为 0.015159 和 - 0.004841, 则 近似 值 0(2.19Js1.69 的 误差 较 小 。 习 题 6 探讨 
了 当 接 近 多 项 式 和 根 时 的 求解 情况 。 
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1.3.5 0( 色 ) 阶 逼近 
序列 { 证 | 和 { 荆 ]】 ”都 明显 地 收 剑 到 0。 而 且 第 一 个 序列 比 第 二 个 序列 收 分 得 快 。 在 
接 下 来 的 章节 中 ,会 使 用 一 些 特 殊 的 术语 和 表示 以 撒 述 序列 如 何 快速 收 伍 。 
定 兴 1.9 设 有 函数 大 由 和 8 天) ,如 果 存 在 常数 C 和 ec, 使 得 ; 
对 任意 产 近 c, 有 [1 产 玫 二 Cg(CD) (7) 
则 称 函 数 大 上 为 开 O 函数 ,表示 为 二 由 = GE ))。 
例 1.20 设 有 函数 护 x) = 和 +1 和 8fxy= 和 ,由 于 当 好 三 昌 时 ,有 ts<o 且 x*1. 因 此 可 推 
导出 当 xs1 时 ,有 寻 +1s<23。 因 此 天 =DO0g0z))。 
对 于 常见 的 基本 函数 (入 ,so log 等 ) ,符号 “big Oh" 表 示 提 供 了 一 全 描述 函数 增长 
率 的 有 效 方法 。 
用 类 伺 的 方法 也 可 描述 序列 的 收 敏 率 。 
定义 1.10 ” 设 有 两 个 序列 fx }” ,和 {fm }” ,。 如 果 存 在 常数 C 和 站 ,使 得 : 
对 任意 mn 六 ,有 1 sCly 1 《8) 
出 称 序 列 {x 上 | 以 序列 fy 为 上 界 , 并 记 为 :mm = DCy )。 


例 1.21 因为 对 任意 ny1, 有 了 1< 瑟 = 工 ,所 以 二 31= 0( 工 )。 


了 





通常 用 函数 (8 近似 冰 数 . 扰 训 ) , 且 误 善 界 表示 为 妓 [ 如 1 ,这 引出 下 述 定义 。 
定义 1.11 设 函 数 失态 的 近似 为 p(A) , 且 存 在 实 常数 开 >0 和 正 整 数 n ,满足 : 


-1 < 和 ， 当 大 足够 小 时 (9) 
则 称 p() 以 近似 阶 O( 各 ) 来 近似 FF) ,表示 为 ， 
Fi= n+O(i) (10) 


将 式 (9) 重 写 为 17(A) - Pi)T 芭 时 1 各) 可 以 看 到 , 符 导 OCR ) 代 表 误 差 办 末 | 如 1。 接 
于 来 的 结论 可 用 来 定义 两 个 函数 的 四 则 运算 。 


定理 1.15 设 扰 ji)=P(E)+O(R)，e(h)=g()+OCR》 ,有 r = min| 于 ,mm , 则 : 


扎 有 十 且 ( 天 =( 下 3 人 (+ 四 (和 ) (1 
扎 郑 18 下) = 吕 ( 下 )8( 天 ) + 各 (和 【12) 

而 且 : 
信人- 允 + 0( 庆 ) ,其 中 g( 们 z0, 且 v(Dx0 (13) 


当 将 P(z) 看 做 是 妃 z) 的 第 = 个 泰勒 多 项 式 近似 值 时 , 余 项 可 指定 为 O(i+1) ,这 代表 被 
忽略 的 从 丢 如 ”开始 的 项 。 余 项 收 敏 到 0 的 速度 与 加 *! 收 伍 到 0 的 速度 一 样 ,它们 的 关系 了 林 
表示 为 : 
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丰 ( 和 = 下 14) 


这 里 六 要 足够 小 。 因 此 符号 Of 玉生 ) 可 用 奈 …… 表 示 , 其 中 打 是 一 个 常数 ,或 “可 理解 为 
常数 "。 
定理 1.16! 泰 勒 定理 ) 设 jE CE5a,j 内 ,如 果 x 和 xx=m+ 天 都 在 区 间 [a,8] 内 , 则 : 
站 xn + 下 ) = 袜 帮 后 玫 + oor) 《15》 





下 面 的 例子 前 明了 上 上述 定 理 。 计 算 过 程 使 用 了 加 法 性 质 [i 加 (和 天) TOi) = 加 (让 (这 
人 可 )+O 人 Ci)=G(F) 其 中 rr=minip,yl, 和 乘法 性质 ( 让 )OfR)O(i) = 个 (及 ) ,其 中 
5 二 古人 
例 1.22 考 虚 如 下 泰勒 多 项 式 的 展开 : 
=1+8+ 和 四 + 而 +O( 有 1) 和 oos( 间 =1- 和 + 看 +O(i) 
确定 它们 的 和 与 积 的 近似 阶 。 
对 于 求 和 有 


于 
e+eos( 人 =1+A+ 生 + 笛 + 0 人 多 ) )+1- 竹 + 乔 +O(1) 


=2+8+ 和 +O0U+ 备 + ON 


因为 0( 季 )+ 竺 = O( 肥 ) 和 0(Mz) + O( 天 ) = O( 甩 ), 上 式 可 简化 为 : 


+eos( 有 =2+ 有 + 大 +O( 和 ) 
近似 阶 为 DO(i4)。 
对 于 乘积 的 处 理 和 求 和 类 似 ， 各 下 所 
eseosf 鼎 ) = (sp+ 邦 14+ 备 +OC0j 人 1- 机 + 生 +OCN] 


={1+4+ 和 + 各) 人 -各 + 务 ) 
41484+ 友 + 条)oG+ 人 -大 + 大]o00 + OO)o0) 


入 5 和 外 
误 - 委 + 各 + 大 +O0)+OC0)+ OO 


由 于 DID)OTR5) = 个 (Po)， 本 
-党 - 入 + 条 + 和 O(NDJ YOU)+O(A)= O(1) 
上 述 表 达 式 可 简化 为 


= 工 + 真一 








peos( 瑚 ) = 十 具 -三 + 加 (也 
这 样 近似 阶 为 Di)。 
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1.3.6 序列 的 收敛 阶 


” 通过 计算 一 系列 逐渐 接近 需求 解 的 近 估 值 可 进行 数值 逼近 。 定 义 1.10 中 给 出 了 针对 序 
列 上 界 的 定义 ,而 序列 收敛 阶 的 定义 与 函数 的 近似 阶 的 定义 1.11 类 似 。 


定义 1.12 设 lim，。x*, = *, 有 序列 |r,1”，, 且 lim，.。r =0。 如 果 存 在 常量 玉 > 00, 满足: 
. 四 够 天 





1r | 


吕 


则 称 ftx1> 以 收 伊 阶 Or ) 收 伍 于 x。 
可 表示 为 加 =x+@(n) ,或 表示 为 2 一 x, 收 项 阶 为 Ofr )。 


例 1.23 设 脱 =cos(n)/m 和 六 =172, 则 lim 。x =0, 收 北 阶 为 加 01)。 和 根据 如 下 关系 
式 可 马上 推导 出 上 述 结 论 : 


|eos(m ynm2 1 


2 = lcos(n)1 1 对 所 有 的 
117m” 1 


1.3.7 误差 传播 


下 面 研究 在 连续 计算 过 程 中 误差 是 如 何 传播 的 。 考 虑 数 p 和 4( 真 值 ) 的 加 法 运算 ,它们 
的 近似 值 分 别 为 Pp 和 ?4 ,误差 分 别 为 e 和 。 从 P=5+es 和 = 人 +e 开始 ,它们 的 和 为 ; 
p+g=(P+e)+(g+e)=(p+9g)+(e+e) 《16) 
因此 对 于 加 法 运算 ,整个 和 的 误差 是 每 个 加 数 的 误差 的 和 。 
在 乘积 计算 过 程 中 , 误差 的 传播 将 更 为 复杂 。 乘 积 表达 式 如 下 所 示 ; 
本 =(P+B)(9+B)= 关 +Pey+ 生 +ene， {17) 
因此 ,如 果 P 和 * 的 绝对 值 大 于 1, 则 原来 的 误差 上 ,和 区 ,会 被 放大 成 e， 和 ev,。 如 果 观 察 相 对 
误差 ,可 以 得 到 更 深入 的 了 解 。 重 新 排列 式 (17) 中 的 项 可 得 到 ; 





本 -两 = 严 ,+ 四 十 Ene， (18) 
假定 p 关 0, 且 了 关 0, 则 用 下 除 式 (18) 可 得 my 乘积 的 相对 误差 ， 
R = 如 二 名 - Ps + 9eo + cz6e -PEe | 瑟 。 | exe (19) 
生 2 到 本 站 下 


进一步 假设 和 9 是 P 和 9 较 好 的 近似 , 则 Bjp=1,919=1, 且 RR=(ejp)(e1g)=0(R 和 
Rs 是 近似 值 P 和 4 的 相对 误差)。 将 它们 替换 到 式 (19) 中 可 得 到 如 下 简化 的 关系 式 ， 
Ru = 媚 一 如 ~ 汪 ++0= 忆 + 已 (20) 

这 表明 乘积 皮 的 相对 误差 大 致 等 于 和 1 相对 误差 的 和 。 

初始 误差 道 常 通过 一 系列 的 计算 进行 传播 。 对 任何 数值 计算 而 言 , 都 要 尽量 减少 初始 误差 ， 
因为 初始 条 件 下 的 小 误差 对 最 终结 果 产 生 的 影响 较 小 。 这 样 的 算法 称 为 稳定 的 算法 ;否则 , 称 为 
不 稳定 的 算法 。 在 数值 分 析 中 ,应 当 尽量 选用 稳定 的 算法 。 下 述 定义 将 用 来 描述 误差 的 传播 。 
定义 1.13 设 e 表示 初始 误差 ,se(n) 表 示 第 an 步 计 算 后 的 误差 增长 。 如 果 1s(n)1= 严 , 则 称 
误差 按 线性 增长 。 如 果 1e(m]1=: Ke , 则 称 误差 按 指 数 增长 。 如 果 天 > |, 则 当 na ~ 吧 时 ,误差 
的 指数 无 界 增 长 ;如 果 0< <1, 则 当 no 时 ,误差 的 指数 增长 趋 于 0。 
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下 两 个 鲁 子 显示 了 初始 误差 可 稳定 传播 或 不 稳定 传播 。 在 第 一 个 例子 中 ,介绍 了 3 个 算 
法 。 每 个 算法 递归 生成 同一 序列 。 在 第 二 个 例子 中 ,将 对 初始 条 件 进行 一 些小 改动 , 同时 对 误 
差 传播 进行 分 析 。 
例 1. 人 4 用 无 限 精 度 算法 结合 下 列 3 个 方案 可 递归 生 虑 序列 1113"1 ”中 的 各 项 慎 。 


rm = 再 六 = 可 mi 当 于 =|. 了 pv (21a) 
] 寻 1 了 

Po=1l,pi= 县 = 柯 廿 -1 一 可可 -a， 当 于 三 23 (2ib) 
] 10 。 

go =1,94 = 村 上 且 9 二 可 和 -1 一生-2， 当 严 =2,3,，… (21o) 


式 (21 电 的 意义 殷 明 开 。 在 (21b)} 中 ,差分 方程 的 通 解 是 pm = 4[1/3") + 是。 这 可 以 通过 直 
接 赫 摘 方 法 进行 验证 ;: 


4 1 41 4 117 4 
了 pi -可 pa=3(3r+ 避 -去 ( 玉 s+ 本 





4 3 4 1 
=( 子 - 计 )4-( 生 -于 )8=4 去 + 有 = 
设 4=1 且 中 =0, 则 可 得 到 期 望 的 序列 。 在 (21e) 中 ,差分 方程 的 通 解 是 0 = At/3" )+ 
B3*。 同 祥 可 通过 直 拉 替换 方法 进行 验证 ， 
骨 ，- 。 
村 99 -( 和 党 + ] 


- (对 - 生 )M4-(10- D3*-28 


-4 订 + B3" = 9 
讼 4=1 且 及 =0, 则 可 得 到 期 望 的 序列 。 


例 1.25 用 下 列 方 案 求 出 序列 |x, ] = 1173"1 的 近似 值 : 


站 二 站 .99996 且 站 三 可 六 -1 当 及 二 ] 2， 【228) 
四 4 1 ， 
pe= Pt=0.33332 且 忆 = 本 本 -本 Pa- 当 于 =2,3,… (22hb) 
10 
dg =1,9 =0.33332 上 且 四 = 记名-1 一 各-: 当 于 =2)3,… 【22c) 


在 (22a) 中 ,初始 误差 mn = 0.00004, 在 (22b) 和 ({22c) 中 ,pl 和 9 的 初始 误 盖 为 0.00001 了 。 
试 研究 每 个 算法 的 误差 传播 情况 。 

表 1.4 给 出 了 每 个 序列 的 前 10 个 数值 近似 解 , 同 时 表 1.5 给 出 了 每 个 算法 的 误差 。 Fw| 
的 误差 是 稳定 的 , 且 接 指数 级 递减 。|P 上 的 误 盖 是 稳定 的 。 1 9 的 误 善 是 不 稳定 的 , 且 幸 
指数 级 增长 。 尽 营 ]p, 的 误差 是 稳定 的 ,但 由 于 当 Pu 一 0 有 mo, 所 以 误差 在 结果 中 最 
终 占 支配 地 位 ,ps 后 的 项 无 有 效 教 字 。 图 1.8、 图 1.9 和 图 1.10 分 别 显示 了 jr ,lp |， 
1 4. 的 误差 。 
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表 1.4 序列 [mm = [13" 上 与 近似 值 1r ,fp 和 |9, | 




















0 ] =1.0000000000 0.99996500000 1.0000000000 1.0000000000 
1 寺 =0.3333333333 0.3333200000 0.3333200000 0.3333200000 
2 可 =o.1U111111 0.1111066667 0.111093330 0_1110666667 
3 元 =0.0370370370 0.370355556 0.0370177778 0.369022222 

4 机 =0.0123456790 0.0123451852 0.0123259259 0.0119d07d07 
5 光 =0.0041152263 0.0041150617 0.0040953086 0.0029002469 
6 高 =0.0013717421 0.0013716872 0.0013519695 -0.0022732510 
7 可 厅 =0.0004572474 0.0004572291 0.0004372565 -0.0104777503 
8 三 =0.0001524158 0.0001524097 0.0001324188 一 0.0326525834 
9 0.0000508032 0.0000308063 -0.0983641945 












0.0000165344 一 0.0000030646 


表 1.5 误差 序列 |z -Fr 一品 和 | -区 


























于 rn 一 区 mn 有 Su 一 人 
丰 站 .0000400000 0.0000000000 DO.O0o0000000 
1 D.0000]133333 人 0,O0O00133 科 3 属 .0000013333 
2 癌 .D000044444 站 .OOUDE77778 0D.0000444444 
3 0.0000014815 站 DO00192595 恬 .0001349148 
症 0.0000004538 0.0000197531 DOD.0004049383 
5 站 .0000001646 0.0O000199177 0.0012149794 
在 D.0000000549 0.0000199726 00.0036449931 
了 必 .0000000183 0D.O00D19599( 隐 中 .009349977 
各 0.0000000061 性 .0000199970 站 0928049992 
号 站 ,0000000020 人 0000199000 曲 . 的 84149908 
10 | DOOOO0000007 0.0000199997 有 .2952449999 
nm 一 是 

0.000015[  。 

四 0000]10 

DO00005 昌 

和 和 


到 1.8 稳定 递减 的 误差 序列 |x. -nm 


Ne 
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xn 一 钠 


0DD00020| 
0.000015 
0.000010| 
0.000005 





> 4 6 8 外” 


图 1.9 稳定 的 误差 序列 xm - 串 | 





图 1.I0 不 稳定 的 误差 序列 | - 9 | 


1.3.8 数据 的 不 确定 性 


从 真实 世界 中 得 到 的 数据 包含 一 定 的 不 确定 性 和 误差 ,这 一 类 型 的 误差 被 称 为 曲 声 , 它 将 
影响 任何 数值 计算 的 精度 。 采 用 有 咯 声 的 数据 进行 连续 的 计算 并 不 能 提高 精度 。 因 此 ,如 果 
初始 数据 有 4 位 有 效 数 字 的 精度 , 则 计算 结果 也 只 具有 了 位 有 豆 数 字 的 精度 。 例 如 , 设 数 据 
pi=4.152 和 pm = 0.07931 都 有 4 位 有 效 数字 的 精度 , 则 从 计算 器 上 得 出 的 结果 (pi + 玉 = 
4.23131) 将 被 忽略 。 因 为 ,从 有 噪声 的 数据 得 出 的 结果 不 可 能 比 初始 数据 具有 更 多 的 有 效 数 
字 位 数 ,因而 正确 的 答案 应 该 是 记 + 玉 =4.231。 


1.3.9 误差 分 析 的 练习 


1， 求解 误差 瑟 和 相对 误差 总 ,并 判定 近似值 的 有 效 数 字 的 位 数 。 
《a) x =2.71828182.x =2.7182 
《b) y=98 350,7 =%000 
(ce) >= 0.000068,z =0.00006 

2.， 完成 下 列 计算 : 


2 看 


| 呈 友 ~ 上 (1+ 3 + 条 + 和) ie = 户 
指出 在 这 种 情况 下 会 出 现 娜 种 类 型 的 误差 ,并 将 计算 结果 与 真 值 p = 0,2553074606 进 


行 比较 。 

3 个 设 m =1.414 和 挛 =0. 的 125, 精 度 为 4 位 有 效 数字 , 求 和 中 + 挛 与 积 记 mm 的 合 
通 解 。 
( 世 设 mm =31.415 和 Pa = 0.027182, 精 度 为 5 位 有 效 数字 , 求 和 户 + 疡 与 积 六 的 
合适 解 。 


4.， 完成 下 列 计算 ,并 指出 在 这 种 情况 下 会 出 现 万 种 类 型 的 误差 。 


本 区 下 
， sin( 至 +0.00001 - san 了 _0.70711385222 -0.70710678119 
0.0000i = 5.00001 = 
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In(2+0.00005) - In(2) “0.69317218025 -0.69314718056 
(b) 000005 = 0.00005 = 


有 时 ,利用 三 角 或 代数 恒等式 重新 排列 函数 中 的 项 可 避免 精度 损失 。 求 下 殉 函 数 的 
等 价 公式 以 避免 精度 损失 。 

《al m(z+i)-lnxz), 其 中 zx 较 大 

{b)w 巡 +1-x, 其 中 x 较 大 

《ce) eoss(s) -sinfx) ,其 由 xmrd4 


(d) | 坟 sets 2 ,其 中 国 


窗 项 式 求 值 。 设 P(z)= 妇 -3x2 +3x 一 1 ,Ofx) = -3)xz+3)x 一 1 RsJ=(e 17P， 
ta 用 4 位 伟人 计算 P(2.72),0(02.72), 只 (2.72)。 在 计算 忆 (z) 时 , 设 (2.72? = 
20.12,(2.727 =7.398。 

《hb) 用 4 位 舍 人 计算 忆 (0.995) ,0(0.97$) ,RR(0.975)。 在 计算 亚 (zs 时 ， 设 (0.975)3 = 
站 .9268 ,10.975)2 = 0.9506。 


， 用 3 位 售 人 计算 下 列 和 ( 按 给 定 的 顺序 求 和 ) ， 


百 1 下 1 
四 已 二 中 了 民 
， 讨论 下 列 计算 过 程 中 的 误差 传播 
9) 三 个 数 的 和 : 
P+gqg+r=(tp+es)+0g+e)+(rF+er) 
(b) 两 个 数 的 商 ， 下 = 只 一 ce 
9 9+sy 
(o 三 个 数 的 积 : 
Par=(P+ ec 人 +el)(r+er) 
. 设 有 泰勒 展开 式 : 
+ 天 + 归 +O(i) 
和 
cos( 人 =1- 务 + 而 + 人 (1 
判定 它们 的 和 与 积 的 近似 阶 。 
. 设 有 泰勒 展开 式 ; 
全 =1+ 有 + 六 有 + 看 + 各 + 看 + 全 (和 5) 
和 
sin( 用 = 请- 和 + O( 有 ) 
判定 它们 的 和 与 积 的 近似 阶 。 
. 设 有 泰勒 展开 式 : 


os( 有 =1 -看 + 乔 +O(1) 
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和 


sin( 刀 = 天 - 务 + 而 在 +O(i) 


判 定 它们 的 和 与 积 的 近似 阶 。 
12. 改进 二 次 根 公式 。 设 ez0, 电 -4a>0, 且 有 方程 ae + 本 +ce=0 通过 如 下 二 次 根 
公式 可 解 出 方程 的 根 。 


。 一 卢 +W 及 一生 械 -六 -YY 记 一 4ae 
4 2 = 2 和 六 = 2 


证 明 这 些 根 可 通过 下 列 等 价 公式 解 出 。 
《这 和 1 -2 和 = 一 -2 
吾 +V 本 一 4ac 二 一 本 一 4pc 
提示 :可 对 (中 的 分 子 进 行 有 理化 。 
注 : 当 151=Y 刀 -4ae 时 ,必须 小 心 处 理 ,以 避免 其 值 过 小 引起 巨 量 消失 (catastrophie 
cancellation) , 而 带 来 精度 损失 。 如 果 > 0, 应 该 用 公式 (i 训 计算 ,用 公式 (i 计 算 
xa。 如 果 5 <0, 应 该 用 公式 (1 计算 xi ,用 公式 Ki) 计算 。 
13. 利用 练习 12 中 求解 和 x 的 适当 公式 ,计算 下 列 二 次 方程 的 根 。 
fa) 所 -1000.001x+1=0 
(b) 巡 -10000.0001x+1=0 
《ec) 妈 - 100 000.00001x +1=m0 
(d) 巡 -1000 000.000001x +1=0 


1.3.10 算法 和 程序 


1. 根据 练习 12 和 练习 13 构造 算法 和 MATILAB 程序 ,以 便 精 确 计算 斯 有 情况 下 的 二 次 方 
程 的 根 , 包 括 151=w 玉 -4ece 的 傅 况 。 

2. 参照 例 1.25, 对 下 列 3 个 差分 方程 计算 出 前 10 个 数值 近似 值 。 在 每 种 情况 下 引入 _- 
个 小 初始 误差 。 如 果 没 有 初始 误差 , 则 每 个 差分 方程 将 生成 序列 {L2"12 ,。 构 造 类 似 
表 1.4. 表 1.5 和 图 8 1.9. 图 1.10 的 输出 。 


《ay)》 70 三 站 . 9094 ， nn = 六 mi ,其 中 玫 二 ,2 … 








(b) po = 1, pi = 0.497，P， = 子 pP,-i -上 户 - 其 中 恬 =2.3，… 


(c) go =1,9 =0.497， 4， - 王 9%-， -gr 其 中 心 =2,4,… 
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考虑 一 个 涉及 球体 的 物理 问题 ,球体 的 半径 为 r, 并 浸没 人 水 中 ,深度 为 &( 如 图 2.1 所 
示 )。 人 恨 设 这 个 球 由 一 种 密度 p =0.638 的 长 叶 松 构成 , 旦 它 的 半径 r = 10 cm。 当 球 汶 人 水 中 
时 , 它 诅 没 在 水 中 的 质量 为 多 少 ? 

当 一 个 球体 以 深度 了 浸没 人 水 中 时 ,所 排 开水 的 质量 旭 为 : 

有 一 人 sr _ ( _ 7 史 》 二 zi 一 人 


而 球 的 质量 好 = 4rrp13。 根 据 阿 基 米 德 { Archimedes) 定 律 ,有 眶 ,= 对 , 则 产生 需要 求解 
的 方程 姑 下 : 





区 [ 吧 一 3 到 r+4P0) -0 
了 = 


“在 下 述 例子 中 (r = 10,p = 0.638) 方 程 变 为 ， 
ff(2552 -302 + 加 ) 
了 


”三 次 多 项 式 y= 2552 -30d + 下 的 形状 如 图 2.2 所 示 ,而 且 根 据 此 图 ,可 发 现 解 在 了 = 12 


=2552 一 30d2d 





图 2.1 浸入 水 中 深度 为 刀 . 半 径 为 > 的 球体 部 分 图 2.2 三 次 多 项 式 y= 2552 - 和 0 由 + 而 


这 一 章 的 目标 是 研究 求解 方程 根 的 各 种 方法 。 例 如 ,采用 对 委 法 可 得 到 上 述 方程 的 三 个 
根 & = -8.17607212、 忠 = 11.86150151 和 心 = 26.31457061。 第 一 个 根 不 是 此 问题 的 可 行 解 ， 
因为 它 是 负数 。 第 三 个 根 大 于 球体 直径 ,也 不 是 需要 的 解 。 根 中 = 11.86150151 位 于 区 间 [0， 
20] 内 ,是 合适 的 解 。 它 的 大 小 是 合适 的 ,因为 球体 的 一 大 半 一 定 是 浸入 水 中 的 。 


2.1 求解 zx=g(z) 的 迭代 法 


计算 机 科学 中 的 一 个 基本 要 素 是 选 代 (itemation)。 正 如 和 名字 所 表示 的 含义 ,迭代 是 指 重复 
执行 一 个 计算 过 程 , 直 到 找到 答案 。 选 代 技术 用 来 求解 方程 的 根 、 线 性 和 非 线性 方程 组 的 解 以 


rd verovavaooom -ocean 一 一 一 一 一 
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及 微分 方程 的 解 。 这 一 节 主 要 研究 重复 替换 的 选 代 处 理 过 程 。 
首先 需要 有 一 个 用 于 逐 项 计算 的 规则 或 函数 g(x*) ,并 且 有 一 个 起 始点 mm。 然 后 通过 选 
代 规 则 mr = g(pi) ,可 得 到 序列 值 1m ii 。 些 序列 有 如 下 模式 (其 中 m 为 初始 值 ); 
呈 0 
吾 1 二 EDo) 
忆 : 二 号 (Pi ) 
: (]) 
一 吕 CPr_i) 
有 x+ 一 号 (Dr 


从 一 个 数 的 无 限 序 列 可 得 到 什么 呢 ? 如 果 这 些 数 趋 向 一 个 极限 , 则 求解 目的 达到 。 但 如 
果 这 些 数 发 散 或 周期 性 重复 呢 ? 下 面 的 例子 给 出 了 这 种 情况 。 
例 2.1 选 代 规则 为 pe= 1, 且 ptr=1.001pk ,其 中 天 =0,1,...。 它 产生 一 个 发 数 序列 ,前 100 
项 为 : 
pl=1.001po =(1.001)11.000000) = 1.001000 
P=1.001p = (1.001)11.001000) = 1.002001 
pi =1l.001p = (1.001)11.002001) = 1.003003 


po=1.001pp= (1.001)(1.104012) = 1.105116 
这 个 过 程 可 无 限 持续 下 南 , 而 且 可 以 很 容易 看 出 lim。p = + o。 在 第 9 章 中 ,将 看 
到 序列 |ai 是 微分 方程 Y =0.0017 的 数值 解 。 这 个 解 为 yf(x) = enm*。 实 际 上 ,如 
对 比较 序列 中 的 第 100 项 和 y(100) ,可 以 发 现 pm = 1.105116= 1.105171 = e1 = 
TYf100)。 


这 一 节 中 ,主要 关注 产生 收 化 序列 ! pi 的 函数 gfx) 的 类 型 。 


2.1.{ 寻求 固定 点 

定义 2.1 《〈 固 定点) 函数 g(*) 的 一 个 固定 点 是 指 一 个 实数 P, 满 足 王 -= 有 ()。 
从 图 形 角 度 分 析 , 画 数 g(x) 的 固定 点 是 y = g(xz) 和 =x 的 交点 。 

定义 2.2 (国定 点 选 代 ) 迁 代 Pi =g&(tp) ,其 中 天 =0,1…, 称 为 固定 点 只 代 。 


定理 2.1 设 5 是 一 连续 函数 , 旦 fpi3-。 是 由 固定 点 迷 代 生成 的 序列 。 如 果 lim .nm = P, 册 
五 是 gz(x) 的 固定 点 。 
证 明 :如 果 lim .mu = 己 , 则 fim。。p. ,= 忆 。 根 据 这 个 结论 ,g 的 连续 性 和 严 , = &E( 户 ) 存 
在 好 下 关系 ， 
eP)=SClimp) = Jing(P)= jinpo,l= 己 《2) 
因此 ,是 gf(x) 的 固定 点 。 
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例 2.2 设 有 收 致 远 代 
Po=0.5， 了 ii1=e 天 =0, 
前 十 项 的 计算 结果 如 下 所 示 : 
Pi = em = 和 0.606531 
Pa = 0 一 站.545239 
3 = e 02 二 上 自 .379703 


四 = es =-0.567560 
Po = ea 一 修 .566907 
这 休 序 列 是 收 和 化 的 , 且 进 一 步 计 算 可 发 现 : 
lim ps。 =0.567143… 
这 样 ,可 找到 函数 y = e-* 的 固定 点 近似 值 。 
下 列 两 个 定理 建立 了 园 定 点 存在 性 条 件 , 以 及 寻找 固定 点 选 代 过 程 的 收敛 性 条 件 。 
定理 2.2 设 范 数 gECLa,t]。 
如 果 对 于 所 有 的 *E [aa,5] ,映射 y = g(x) 的 范围 满足 yE[a,5], 刚 函数 g 在 [a,5] 内 


有 一 个 固定 点 。 (3) 
此 外 , 设 gs) 定 义 在 (a,) 内 , 且 对 于 所 有 的 *E (ab), 存 在 正常 数 六 < |, 使 得 18 (xz)1 
反 关 <1 则 函数 g 在 [ce, 约 内 有 惟一 的 固定 点 声 。 《4) 


对 命题 (3) 的 证 明 , 如 果 eg(a) = 或 g(5) = 5, 则 断言 为 真 。 否 则 ,g(a) 必 须 满足 gf(e) 
Ef[a,s,g(5) 的 值 必 须 满足 gf(D)E[ae,b]。 表 达 式 Axz)ex-gtz) 有 如 下 特性 ， 
大 四 =aga)<0 且 大 扫 = 玉 -ED >0 
对 六 xz) 应 用 定理 1.2( 中 值 定理 ) ,而 且 由 于 常量 二 =0, 可 推断 出 存在 数 忆 , 日 PE (a ,5)， 满足 
天 P =Q。 因此 ,P=gfP), 且 己 是 gs) 的 国定 点 。 


对 命题 (44) 的 证 明 : 必 须 证 明 结 果 是 惟一 的 。 采 用 反 证 法 , 设 存 在 两 个 固定 点 媚 和 户 。 
根据 定理 1.6( 均 值 定理 ) ,可 推 斯 出 存在 数 dE (ae, 人 ,满足 ; 


&( 忆 : ) 一 有 Pi) 
8 《Ga) = | 《5) 


根据 候 设 有 gp=P 且 织 Po)= 挛 , 并 对 等 式 (5) 的 右边 进行 简化 可 得 ; 
Ed) - 严 志 = 
但 这 与 (4) 中 的 假设 在 (ae, 避 内 有 18g'(x*)1<1 耶 盾 , 因 此 不 可 能 存在 两 个 固定 点 。 所 以 ,在 命 
题 (4)? 的 假设 条 件 下 ,g(zxz) 在 [ae ,下 内 有 一 个 惟一 的 固定 点 P。 
例 2.3 根据 定理 2.2 严 格 地 证 明 gfx) = eos(x) 在 [0,1] 内 有 一 个 惟一 的 国定 点 。 


显然 ,g 和 CL0,1j。 其 次 ,gf(z)=eosf(x) 在 [0,1] 内 是 斑 碱 函 数 ， 国 此 它 在 [0,1] 内 的 范围 
是 [ceos(1),1jcGt0,1]。 这 样 可 满足 定理 2.2 的 条 件 (3), 且 5 在 [0,1] 内 有 一 国定 点 。 最 
后 ,如 果 xE(0,1, 则 1g fx)1=1-sinfx)l=snfxyssnt <0 人 1S<1。 这 样 慌 =asinf1)< 
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1 ,可 满足 定理 2.2 的 命题 (4) ,所 以 中 在 [0, 世 内 有 惟一 的 固定 志 。 

现在 可 指定 一 个 定理 来 判断 (1) 中 给 出 的 固定 点 迁 代 过 程 算 法 是 否 将 产生 一 个 收敛 序列 
或 发 散 序 列 。 
定理 2.3( 固 定点 定理 ) 设 有 (站 g ,8EC[e,5],(ii) 天 是 一 个 正常 数 ,( 诈 J)mE(a 6) (iv) 


对 所 有 *E[a ,8], 有 g(z)E[a,B]。 
如 果 对 所 有 *E [ae,6 有 1g (xz)1 二 天 <1 则 和 针 代 叶 = ECP ) 将 收 敏 到 一 个 惟一 固定 点 


PE[ac;,bj。 在 这 种 情况 下 ,P 称 为 吸引 (atactive) 固 定点 。 (6) 
如 果 对 所 有 xE [ae, 的 有 18' (xs)1> 1, 则 选 代 已 = g( 忆 _,) 将 不 会 收 伍 到 P。 在 这 种 情 
次 上 ,P 称 为 排斥 (rzepelling) 固 定点 ,而 且 和 迭代 显示 出 局 部 发 散 性 。 (7) 


注 1: 在 命题 (7) 中 假设 m 关 P。 
注 2: 因为 郑 数 g 在 包含 己 的 一 段 间 申 中 是 连续 的 ,可 在 命 题 (6) 和 偷 题 (7) 中 分 别 利用 
更 简单 的 判别 条 件 1&(P)1 一 天 <1 和 18 (0P)1>1。 
证 明 , 首先 查证 明 点 jp。j -都 位 于 (ae, 内 。 从 pe 开始 ,根据 定理 1.6( 均 值 定理 ), 可 推 
导出 存在 一 个 值 mE(a, 汶 满足 ， 
IP-PI=iSCP)-S(po)l=1g(co(P-m)l 
=128 (co)11P- Bo 过 天 | 己 - pol<1|P-Ppol (8) 
因此 ,Pi 比 po 更 接近 己 , 旦 pr E(a,5)( 参 看 图 2.3)。 一 般 情 况 下 ， 设 疡 、Efa,t) ,出 : 
|-~ 避 1=18(P -EBP 1I= gc (- 访 -)1 
=18 (ce 忆 - 可 -之 天 | 忆 -p<iP- 玉 -| 《9) 
因此 ,msE (ea,8) ;而且 可 归纳 出 所 有 的 点 |]” 位 于 (ae , 切 内 。 
Fr-P-a 一 -一 IP- 一 -| 


在 而 王 口上 
图 2.3 卫 ,po， PP- pl 和 ! 严 -下 1 之 间 的 关系 


为 完成 46) 的 证 明 , 应 证 明 如 下 表达 式 成 立 ， 
lim1P-pm1=0 (10) 
首先 ,用 归纳 法 的 证 明 可 建立 如 下 不 等 式 ; 
| 已 - 叫 1 过 本 1 下 -可 | 《10 
mn = ] 时 满足 关系 (8)。 利 用 归纳 假设 | 忆 - 严 -1 二 杞 -11P -pf 和 式 (9) ,可 得 到 ; 
[一 可 | 委 天 | 靖 - 可 IIP-pI= 各 1P_-pl 
这 样 ,通过 归纳 法 得 出 ,对 所 有 的 ， 满足 不 等 式 {11)。 由 于 0< 天 <1 ,所 以 当 员 趋 于 无 穷 大 
时 ,项 妨 欧 近 于 0。 因 此 ， 
0 加 1P -Pi 各 下 I 忆 -| =0 《12) 
| 天 - 可 1 的 极限 压缩 在 0 的 左边 和 0 的 右边 之 间 , 所 以 ,可 得 出 im .。1P- pm1=0。 这 样 
lm ps =P, 且 根据 定理 2.1, 迭 代 问 =&(mm.) 收 伍 到 固定 点 忆 。 因 此 定理 2.3 的 命题 (6) 
得 证 。 读 者 可 自行 研究 命题 (7) 。 
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推论 2.1 设 画 数 * 满足 定理 2.3 中 (6) 给 出 的 假设 。 当 用 上 近似 表示 尸 时 , 引 人 的 误差 的 
边界 如 下 所 示 ; 
对 所 有 的 ” 兰 1 有 [一 机 [过 下 1 忆 -pol 《13) 


且 对 所 有 的 nz 关 1 有 IP-ml< Pa ， 14》 


2.1.2 固定 点 选 代 的 图 形 解 释 


由 于 需要 寻找 gs) 的 国定 点 已 ,曲线 7 = g&(x) 和 直线 y = * 必须 相交 在 点 ( 己 , 己 )。 两 种 
类 型 的 收敛 迁 代 :单调 收 敏 选 代 和 振 蔓 收 伍 迁 代 分 别 如 图 2.4(a) 和 图 2.4(b) 所 示 。 








图 2.4(a) 当 0<gfP)<1 时 单调 收 熏 - 图 2z.4(b 当 -1<8(P)<0 时 振荡 收敛 


为 了 直观 地 描述 迁 代 过 程 ,从 * 轴 的 pe 开始 ,首先 纵向 移动 到 曲线 y = g(x) 上 的 点 (Po， 
Pi = (poygftpo))。 然 后 从 (po,pi) 横 向 移动 到 直线 7 = * 上 的 点 (pi ,m )。 最 后 ,纵向 向 下 移 
动 到 * 轴 上 的 mm 。 利 用 递归 式 记 ,i = 好 (六 ) 构 造 图 中 的 点 (p ,pi) ,然后 模 向 移动 定位 到 直 
线 y=* 上 的 点 (put mi), 接 着 纵向 移动 到 x 轴 上 的 点 疡 ,，。 整 个 过 程 如 图 2.4 所 示 。 

如 果 1&g(P)1>1, 刚 选 伐 .py = gtm) 产 生 的 序列 对 已 发 散 。 两 种 简单 类 型 的 发 散 选 
代 : 单 调 发 散 迁 代 和 振 萝 发 敬 和 迭代 分 别 如 图 2.5(a) 和 图 2.5(b) 所 示 。 






(两 & 忆 ) 











图 2.5ta) 当 1<&(P) 时 单调 发 散 -图 2.5(bj 当 (P)< -工时 振 葛 发 散 


例 2.4 当 使 用 函数 良 ,: = &(po) 时 , 设 选 代 pi = 8(p)。 通 过 求解 方程 * = gfz) 可 找到 固 
定点 。 两 个 解 (函数 有 的 国定 点 ) 分 别 为 x= -2 和 xy=2。 丞 数 的 导 教 是 gx) =1- 
xz12, 这 里 只 考虑 两 种 情况 ， 
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情况 fi): 已 = -2 情况 (ii): 瑟 = 了 2 
从 -2.05 开始 从 册 =1.6 开始 
然后 得 到 = -2.100625 然后 得 到 pi =1.96 

Pa= 一 2.20378135 pa = 工 0096 

ps = 一 立 ,4179444t Ba =1.99999096 

Lim P。 = 一 名 lim = 2 

因为 18'(x)1> 忆 在 [ - 3，- 1] 上 ,根据 因为 [1,3] 上 1g'(z)1 < 二 ,根据 定理 
定理 2.3, 序 列 不 收 仇 到 瑟 = 一 了 3。 2.3, 序 列 妆 化 到 瑟 =2。 





定理 2.3 并 没有 指出 当 gf(CP) = 1 时 将 发 生 什 么 情况 。 下 面 的 例子 专门 构造 出 这 种 情况 ,这 
样 只 要 in > 己 , 则 序列 |pj 收 敏 ,同时 如 果 Po< 忆 , 则 序列 发 散 。 


例 2.5 当 使 用 函 教 g(z) =2(x -了 呈 且 xz1 时 , 设 迁 代 = g( 记 )。 这 祥 只 有 一 个 固定 


点 王 =2 存 在 。 双 坟 的 导数 为 电 (x)=T1Ar-1)2, 且 2(2)=1, 因 此 不 能 应 用 定理 
2.3。 当 初始 值 位 于 点 已 =2 的 左边 和 右 这 时 的 两 种 情况 如 下 所 示 。 


情况 { 划 :从 po=1.5 开始 情况 (ii :从 po=2.5 开始 
然后 得 到 P = 1.41421356 然后 得 到 站 =2.44948974 
pz = 1.28718851 pz =2.40789513 
ps = 1.07179943 Ps = 2.37309514 
P4 = 站.53590832 P4 =2.34358284 
p5 =2( -0.46409168) Ji 天 = 了 
为 为 P 在 ECx) 的 域外 ,不 能 计算 项 这 个 序列 收 芍 到 已 =2 太 慢 ,实际 上 
P:。 Poo =2.00398714。 


2.1.3 绝对 误差 和 相对 误 姜 


在 例 2.5 中 ,序列 收 和 伍 很 慢 ,1000 次 选 代 后 三 个 连续 项 为 : 
Pio =2.00398714， Po =2.00398317， 和 ”Po =2.00397921 

这 不 会 产生 混淆 ,因为 可 以 通过 计算 更 多 的 项 寻找 到 更 好 的 近似 值 ! 但 中 止 闪 代 的 判别 

条 件 是 什么 呢 ? 如 果 注 意 到 连续 项 的 差异 ; 
Lpan - pe1= 12.00398317 - 2.003979211 = 0.00000396 
FLP - pm| = 12.00000000 - 2.003987141 = 0.00398714 

这 比 | piol - pl 大 1000 入 ， 这 种 情况 说 明了 连续 项 前 相近 并 不 能 保证 精度 。 但 通常 连 

续 项 的 差异 比较 是 中 止 迭 代 过 程 的 惟一 判别 条 件 。 
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程序 2.1( 固 定点 迭代 ) ”求解 方程 x* = g&(x) 前 近似值 ,初始 值 为 ,和 迭代 式 为 六， = 
SCpn) 





fuanction [k,p,err,P] = fixpt(g,p0O,Eol,ImaxtL》 
多 InpUL - 吕 i8 the iteration fumnc=ion 1nput as 已 Sring "可 
千 一 区 0 sthe jiritial guess Eotr the 革 ixed Pojint 


旬 一 七 @1 工 S 七 晶 e 七 哲 ] 拼 zaTiee 

个 一 Ia IS the IaxXimuun Dumber of Itezrat1ons 

向 OUtBUtL- KK 8 上 the nLIDeT f eraktions 上 nat Were CartieG ut 
针 -了 IIS the approxjimaticon to he fixedQ point 

员 一 折 TT 工 呈 上 he GTLEOT In the abppreoximnaticon 

争 - BR contains the seduence | pn| 

Pt1) = P0; 


for K 一 了 :ImaxXL 

PR(Ky = fewval (g,RK 一 IT))i; 

er- abe(PCk) -PKk-1))3; 

TelTerr = errAfahbsfEfk))+ epsy; 

尸 = REK); 

if (erz<tol) | (relertr< tolyyoreakiend 
ls 
EtKk = = Imax1 

Gispf maximum number Gaf iterations exceeded") 
en 
P=P"; 


注 : 当 使 用 用 户 定义 的 函数 fixpt 时 ,必须 输入 M 文件 gm 作为 字符 串 "g" (参见 附录 
“MATLAB 介绍 ”) 。 


2.1,4 求解 =8(z) 选 代 过 程 的 练习 


工 - 


在 给 定 的 区 间 间 隔 内 ,判定 下 列 每 个 函数 是 否 有 惟一 的 固定 点 (参照 例 2.3)。 
(ag(xz)=1- 妆 1M4 在 区 间 [0,1] 内 
《bjgtx)=2 在 区 间 [0,1] 内 
(cig(xz)= lx 在 区 间 [0.5,5.2] 内 
当 
中 (xz) = 一 4+45 一 记 


时 ,研究 固定 点 选 代 的 性 质 。 
(《aj 求 解 gz) = x, 且 证 明 已 =2 和 疡 =4 是 固定 点 。 
《b) 用 初始 值 m =1.9, 计 算 ,pm 和 户 。 
《c) 用 初始 值 nm = 3.8 ,计算 Pi pz 和 5。 
《d) 对 在 (by 和 (ce)y 中 的 人 玉 和 相对 误 状 及 。 
(e) 从 定理 2.3 中 可 得 出 什么 结 
在 同一 坐标 内 对 g(x)、 直 线 y= x 证 的 国定 画图。 使 用 给 定 的 初始 值 pm， 
计算 m 和 六。 构造 如 图 2.4 和 图 2.5 的 图 形 。 根据 构造 的 图 形 ,从 图 形 的 角度 判断 
固定 点 选 代 是 否 收 伍 。 


1 
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(a) gx)=(6+2)2 ,PP=3 和 =7 了 

(by gxz)=1+2x PP=2 和 po=4 

(ec) 避 (x) =%:*13,=3 和 Bo 二 3.5 
(dgCxz)= 一 从 +254+2, 户 =2 和 po=2.5 

4 设 gfxz)= 和 大 +x-4, 能 否 利用 固定 点 选 代 求 解 方程 * = gfx)2 为 什么 ? 

5.， 设 gx) = xcos(x)。 求 解 *=g(x), 且 寻找 函数 g 的 所 有 固定 点 (有 有 限 个 )。 能 得 
利用 固定 点 迭代 求解 方程 * = g(z)? 为 什么 ? 

6， 设 gxz) 和 对 (xz) 在 区 间 (e,p) 上 有 定义 目 连续 ;并 且 m,piypaE(a,6b); 而 且 Pi = 
&8(apo)ypz= 有 pi)。 假 设 存在 常量 民 满 足 1g (0x)]i< 天， 证 明 1p: -中 < 天 1p 一 ma 
提示 :利用 均 草 定 理 。 

7 设 8(x) 和 六 (*) 在 区 间 (a,2) 上 连续 ， 上 在 此 区 则 内 | (xs)1> {。 如 果 固 定点 P 和 
初始 近似 值 pe ,pi 位 于 区 间 (a ,如 ) 内 , 试 证 明 m =g(po), 即 1 下 1=1P-pl>1IP-ml 
= 151, 因 此 可 建立 定理 2.3 中 的 命题 (7)( 局 部 发 散 ) 。 

38， 设 gz)= -0.0001x: +x, 且 pm =1l, 考 虑 固定 点 迭代 。 

《 证 明 po > 忆 > > 有 
(b) 证 明 对 所 有 ,有 六 >0。 
《c 由 于 序列 | P, | 递减 ， 有 下 界 ,所 以 它 有 一 极限 。 请 问 极限 是 什么 ? 

9， 设 g(x)=0.5x+1.5, 且 po =4， 考虑 轿 定点 迭代 。 

【sy 证 明 固 定点 为 已 =3。 
(b) 证 明 1P- 囊 1=1P- 六 -12 其 中 站 =12,3，…。 
【@ 证 明 [P- 记 1=| 忆 - 机 1/27 ,其 中 =1,2,3,…。 
10. 设 g&(x) = */2, 考 虑 固定 点 选 代 。 
《g 求 值 1mz: 一 栈 呈 1 贡 :1ls 
(Dp) 如 果 只 利用 程序 2.1 中 的 相对 误差 作为 停止 判别 的 条 件 , 将 发 生 什么 情况 ? 
11, 为 什么 当 芝 (PP)=0 时 ,对 于 轿 定 点 选 代 过 程 有 好 处 ? 


2.1.5 算法 和 程序 


1 使 用 程序 2.1 求解 下 面 每 个 函数 的 固定 点 ( 尽 可 能 多 ) 近 似 值 ,答案 精确 到 小 数 点 后 
12 位 。 同 时 ,构造 每 个 攻 数 和 直线 y = x 的 图 来 显示 所 有 的 固定 点 。 
(ay gf = 好 -~3x7 一 252+2 
(by》 fxX) = cosfsinfx 
(e) gz)= 妇 -singxz+0.15) 
(d) (xz) 一 (如 


2.2 定位 一 个 根 的 划分 方法 (bracketing methods) 


考虑 一 个 与 利息 相关 的 题目 。 假 设 每 个 月 存 钱 P, 且 年 利率 为 f。 存 了 六 次 后 , 钱 的 总 数 是 ， 
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4=P+rpf(l+ 下 +pla rellr 有 一 (1)》 
方程 有 边 的 第 一 项 是 最 近 的 钱 数 。 得 到 一 次 利息 的 第 一 次 报酬 是 P( 1 + 蕊 ] 。 得 到 两 次 利息 


的 第 二 次 报酬 是 P{ 1+ 十】 ,等 等 。 最 后 ,得 到 N - ! 次 利息 的 最 近 的 报酬 是 P{ 1+ 症 ) ” 。 
求解 w 项 几何 级 数 和 的 公式 是 : 
1 一 (2) 


1+7r+ 天 + 了 二 十 下 二 





可 将 式 (1) 写 成 如 下 形式 ; 
4=P(r( 冯 :3 动 (9 】 
而 且 在 (2) 中 用 > = 《1+ 712) 进 行 蔡 换 可 得 ， 


这 可 简化 得 到 应 付 年 金 的 公式 ， 
4= 太 (+ 避 - (3) 
下 面 的 例子 使 用 应 付 年 金 的 公式 而 且 需 要 一 系列 的 重复 计算 来 得 到 答案 。 
例 2.6 每 个 月 存 $250, 并 持续 20 年 ,希望 在 20 年 后 报酬 和 利息 的 总 值 达 到 8250 000。 利 率 
了 为 多 少时 可 满 鼠 需求 ? 
如 林 六 =240, 则 4 只 是 /的 通 雪 , 即 4=4f7)。 起 始 假 设 厂 =0.12 和 万 =0.13, 执 行 一 
系列 的 计算 素 接 近 最 锥 答案 。 从 五 =0.12 开始 可 得 ; 


4(0.12) = 人 (froa2) - 


由 于 此 结果 比 目 标 小 , 接 下 来 试验 卫 =0.13, 计 算 如 下 


4(0.13) = 人 (ro -]j = 282 311 


结果 又 有 些 高 ,因此 取 中 间 值 所 =0.125, 计 算 如 下 : 


4(0.125) = 57 (025 - 1] = 264 623 


这 个 结果 还 有 点 高 ,这 样 可 得 出 期 望 的 利率 在 区 间 [0.12,0.125] 内 。 下 一 个 猜想 值 是 中 
闻 点 石 =0.1225, 计 算 如 下 ; 


1] =247 314 





480.1225) = 二 加 jo”-， ) -255 809 


这 个 结果 还 是 有 点 高 ,并 且 区 间 压 编 到 [0.12,0.1225] 内 。 杰 后 使 用 中 间 点 到 =0.12125 
进行 计算 ,计算 如 下 ， 


4(0.12125) = 人 ((+ 22125)” 


0.12125/i2 瑟 - jj = 251 518 


rho 一 
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如 果 需 要 更 多 的 有 获 性 数 , 可 进行 进 一 砂 的 选 代 。 这 个 例子 的 目的 是 对 特定 的 工 寻 找 了 ， 
使 得 4( 门 = 工 。 将 常量 工 放 在 左边 并 求解 4( 门 - 工 =0 是 一 个 标准 的 方法 。 
定义 2.3!( 方 程 的 根 , 函数 的 检点) 设 几 x) 是 连续 函数 。 满 足 Ar) =0 的 任意 r 成 为 方程 
天 xz) =0 的 一 个 根 。 也 称 r 为 函数 疙 xz) 的 零点 。 


例如 ,方程 2 汇 +S5x -3=0 有 两 个 实 根 m =0.5 和 产 = -3, 而 及 对 应 的 丽 数 站 z) = 2x2 + 
5 -3= (2x -10zx+3) 有 两 个 实 零点 ri =0.5 和 rm= 一 3o 


2.2.1 波 尔 察 庶 [Bolzano} 二 分 法 


这 一 节 将 开发 第 一 个 划分 方法 来 寻找 连续 函数 的 零点 。 起 始 区 间 [ c ,中 必 须 满足 Fe) 与 
所 四 符号 相反 的 条 件 。 由 于 连续 函数 y = 扎 z) 的 图 形 无 间断 ,所 以 它 会 在 零点 x* = r 处 跨 过 x 
轴 , 且 -在 区 间 内 (如 图 2.6 所 示 )。 通 过 二 分 法 可 将 区 间 内 的 端点 逐步 逼近 零点 ,直到 得 到 一 
个 任意 小 的 包含 零点 的 间 限 。 二 分 法 判定 过 程 的 第 -一步 是 选择 中 点 c = (a + 5)/2 ,然后 分 析 
可 能 存在 的 三 种 情况 : 
Gd (xx(oy) 








人 7 


(Ab (人 放 动 
外 如果 7a) 和 扩 c) 的 符号 ( 昌 如 果 .7c) 和 AL5) 的 符号 
相反 ， 则 向 左边 栖 曲 相反 ， 则 向 右边 可 曲 
图 2.6 二 分 法 的 判定 过 程 
如 果 灰 e) 和 护 e) 符 导 相 反 , 则 在 区 间 [e,c] 内 存在 零点 。 【4) 
如 果 所 ec) 和 扎 区 符号 相反 , 则 在 区 间 [e, 忆 内 存在 零点 。 (5) 
如 果 护 c) =0, 则 。 是 零点 。 . (6) 


如 果 情况 (4) 或 (5) 发 生 , 则 表示 找到 一 个 比 原先 区 间 范 围 小 一 半 的 区 间 , 它 包 舍 根 并 称 
为 对 区 间 进 行 压缩 (如 图 2.6 所 示 )。 为 了 持续 此 过 程 ,需要 对 新 的 更 小 区 间 [ e .81 进行 重新 
标号 ,重复 执行 直到 区 间 足 够 小 。 由 于 二 分 法 过 程 包括 典 套 区 间 间 隔 和 它们 的 中 点 ,所 以 采用 
如 下 符号 来 表示 过 程 的 细节 ， 


[oo, 加 ] 是 起 始 区 间 ,co = 生计 名 是 中 点 
[m ,5] 是 第 二 个 区 间 , 它 包含 零点 ,同时 。, 是 中 点 
区 间 [ es, , ] 的 宽度 范围 是 [oo, 刀 ] 的 - 半 (7) 


[os 有 it] 得 到 第 = 个 区 间 [e,, 妈 ]( 包 含 >, 并 有 中 点 c,) 后 ， 
可 构造 出 [es ,加 :], 它 也 包括 ”宽度 范围 是 [e。,] 的 一 半 。. 
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留 一 个 练习 给 读者 :如 何 证 明 左 端点 是 递增 的 , 右 端 点 是 递减 的 , 即 ; 


全 匡 间 芝 人 有 (8) 





这 里 o = 所 半 2 , 目 如 果 抱 osiA(6)) <0, 则 ， 


对 所 有 的 mn, 有 
[ai， 百 1 = [ayen ] 或 [ae ,3 = [es ] (9) 


定理 2.4!( 二 分 法 定理 ) 设 AEC[a, 缮 ， 且 存在 数 r 和 [ae ,0 满足 Fr)=0o 加 果 灰 a) 和 故人 
的 符号 相反 , 且 j|c.17。 表 示 式 (8) 和 式 (9) 中 二 分 法 生成 的 中 点 序列 , 则 : 


1 一 [< 其 中 由 =0,.1…， (10) 
这 样 序列 |e ,| , 收 俩 到 零点 # = r* 各 可 表示 为 : 
lim ec， = F 11) 


证 明 :由 于 零点 和 中 点 c。 都 位 于 区 间 [ ao,, 吕 ] 内 ,ec, 与 之 间 的 距离 不 会 比 这 个 区 疗 的 
一 半 宽 度 范 围 大 (如 图 2.7 所 示 )。 这 样 : 
对 所 有 nm 有; 


总 





17 -ev | 近 


本  - 上 一 > 一 el 
7 全 
| 
2 


图 2.7 用 于 一 分 法 的 根 r 和 区 间 [ am, ,部 ] 内 的 中 点 地 
观察 连续 的 区 间 宽 度 范 围 , 可 得 到 如 下 模式 : 


Bo 一 om 
五 


六 ~ Ga 


了 * (12) 


他 








二 一 @i 二 


ta 一 Ga3 一 
留 一 个 练习 给 读者 :使 用 数学 归纳 法 证 明 : 
六 -av = 2 (13) 
结合 式 (12) 和 式 (13) 可 得 到 对 所 有 mn 有 : 


忆 一 如 
1 一 过 一 


2511 
现在 利用 定理 2.3 中 的 一 个 类 似 论 点 来 证 明 式 (14) 意 味 着 序列 | c, | ”收敛 到 r, 这 样 定 
理 得 证 。 . 
例 2.7 在 无 阻尼 强 迪 振 荡 的 研究 中 会 碰 到 函数 {x) = xsinfxy)。 导 找 在 区 亲 [0,2] 内 的 值 
# 满足 上 (xz) = 这 (函数 sinf x) 用 性 度 计算 )。 





(14) 
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利用 二 分 法 寻找 通 数 FAx)] = xsinfx)-1 的 堆 点 。 初 始 值 ug =0, 名 =2。 计 算 : 

ARO)= -1.000000 和 AI2)=0.818595， 
因此 成 *) =0 的 一 个 根 位 于 [0,2] 内 。 在 中 记 ceo =1, 可 发 现 Ff1) = -0.158529。 因 此 区 
冰 改 变 为 [co 的 = [1,2]。 
接 下 来 ,从 左边 压缩 司 得 wl = 名 且 站 = 训 。 中 吉 ci =1.5 且 Foc) =0.496242。 现 在 
扰 1) = -0.158529 且 所 1.5) =0.496242 ,这 表示 根 位 于 区 闻 [a ,el]=[1.0,1.5]。 下 面 从 
右边 压缩 使 得 aa = ai 县 本 = el。 按 这 样 的 方法 ,可 得 到 序列 | cl, 它 收 效 到 了 = 
1.114157141。 表 2.1 给 出 一 个 计算 样本 。 

表 2.1 用 二 分 法 求解 xsin{xj-T=m0 





上 左 晤 点 ,ax 中 点 ,es 吉 端 点 ， 血 函数 值 Au 
一 | | 一 
0 0 上 | 2 一 0.158529 
1 1 1 2.0 0.496242 
2 1.00 1.25 .和 0.186231 
3 1.000 1.125 1.250 0.615051 
4 1.0000 1.0625 1.1250 -0.071827 
5 1.06250 1.09335 1.12500 -0.0P8362 
各 1.093750 1.109375 1.125000 -0.006643 
3 1.1093750 1.1171875 1.1250000 0.004208 
8 1.10937500 ,11328125 1.11718750 -0.001216 
一 -~ | -| _  _ _ 














二 分 法 的 优点 是 式 (10) 提 供 了 一 个 对 计算 结果 精度 的 预先 估计 。 在 例 2.7 中 起 始 区 间 宽 
度 为 如 - as = 2。 心 设 表 2.1 继续 执行 到 31 个 选 代 , 则 根据 (10) ,误差 边界 为 1 本 [< (2 一 0)/22 
=~4.656613x 40 。 因 此 ca 是 > 的 近似 值 ,精度 为 小 数 点 后 9 位。 重复 二 分 法 中 的 数 w 需要 
保证 第 六 个 中 点 ew 是 零点 的 近似 值 , 且 误 差 不 小 于 预定 值 8 : 


= 到 | 至 人 2 世人) (15) 


该 式 的 证 明 作 为 练习 留 给 读者 。 

为 一 个 常用 的 算法 是 试 位 法 (method of false position) 或 写 为 regula fasi method。 由 于 二 分 
法 收敛 速度 相对 较 慢 ,因此 试 位 法 对 它 进 行 了 改进 。 与 上 述 条 件 一 样 ,假设 FLe) 和 AD 符号 
相反 。 二 分 法 使 用 区 间 [e, 5] 的 中 点 进行 下 一 次 迁 代 。 如 果 找 到 经 过 点 (a, rte)) 和 
《5 所 8 的 割 线 工 与 轴 的 交点 (ec,0)( 如 图 2.8 所 示 ), 则 可 得 到 一 个 更 好 的 近似 值 。 要 寻 
找 值 " , 需 定 义 线 工 的 斜率 mm 的 两 种 表示 ,一 种 表示 为 : 


中 = 妈 刀 二 凡 e) Ce ) (16) 
这 里 使 用 了 点 (e ,Fe)) 和 (5 ,AD))。 另 一 种 表示 为 
m = 0 二 名 (17》 


这 里 使 用 了 点 (ec,0) 和 (三 , PCD)。 
使 式 416) 和 式 (17) 的 斜率 相等 , 则 有 : 
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大 a) 一 大 _ 0- 乱 的 


吾 一 区 C 一 吾 
为 了 更 容易 求解 ,可 进一步 表示 为 : 
c- 5 人 人 (18) 
会 出 现 三 种 与 前 面 类 似 的 可 能 人 性， 
如 果 大 a) 和 和 扎 c) 的 符 导 相反 , 则 在 [ e,c] 内 有 一 个 零点 。 【19) 
如 果 大 e) 和 扰 间 的 符号 相反 , 则 在 [e ,5 内 有 一 个 零点 。 《20) 
如 果 扰 c) =0, 则 。 是 霍 点 。 《21) 


ea 











ee 





V 、、 、、 
?= 过) 《可 .7 
(ai 如 果 .Aal 和 .Fe 符号 (0 如 果 .Feol 和 三 站 符 导 
杠 反 , 则 向 左 动 弯曲 相反 , 则 向 右 和 这 弯曲 


图 2.8 试 值 法 的 判定 过 程 


2.2.2 试 值 法 的 收敛 性 


结 人 台式 (18) ,用 式 (19) 和 式 (20) 表 示 的 判定 过 程 可 构造 jw, ,& 上 区 间 序 列 ,其 中 的 每 个 序 
列 包 舍 等 点 。 在 每 一 步 中 ,零点 的 近似 值 为 ; 


一 
= (22) 


而 且 可 以 证 明 序 列 { ev | 将 收 敏 到 r。 但 要 注意 ,尽管 区 间 宽 度 六 - a 越 来 越 小 ,但 它 可 


能 不 趋 近 于 0。 例 如 曲线 函数 y = Asxz) 在 滞 近 点 (r,0) 处 是 回 形 ,一 个 端点 是 固定 的 ， 另 一 个 
点 青 近 解 ,但 区 间 不 趋 近 于 零 (如 图 2.9 所 示 )。 








图 2.9 在 试 值 法 中 的 固定 点 


现在 用 试 值 法 求解 xsin( x) - 1 = 0 并 观察 它 是 否 比 二 分 法 收 伍 得 快 。 同时 也 要 注意 
已 一 Ga io 不 赵 近 于 fo 
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例 2.8 利用 该 值 法 寻找 wsinfxz)-1=0 在 区 间 10,2] 内 的 报 (函数 sin(x)》 用 弧度 计算 )。 


初始 慎 ug =0 和 避 =2。 可 得 到 AO) = -1.00000000 和 扩 2) =0.81859485, 因此 在 苞 间 
[0,2] 间 有 一 个 根 。 利 用 式 (22) ,可 得 到 : 


_， 0.81859485(2 -0) 和 
co=2- 0.81855485 CT =1.09975017 和 九 co) = -0.0200192 


函数 在 区 间 [co,bo]= [1.09975017,1] 改 变 符号 ,因此 从 左边 于 缩 , 设 四 = co=e 且 及 = 
ai。 报 据 式 (22) 可 得 到 下 一 个 近似 值 : 


0.818S9485【2 -1.09975017) 
和 1559485- 【二 站 020619217 = .12124074 








和 
Fe ) = 0.00983461 


接 下 来 ,Fx) 在 区 间 [al,ecr] = [1.09975017,1.12124074] 内 改变 竺 号 ,下 一 个 判定 是 从 二 
边 正 缩 , 且 设 az= El 和 8=elo 整个 计算 过 程 如 表 2.2 所 示 。 
二 分 法 的 终止 判别 条 件 不 适用 于 试 值 法 ,否则 可 能 导致 无 穷 钉 环 。 连 续 选 代 的 封闭 性 和 
LAesi 的 值 可 同时 用 来 作为 程序 2.3 的 终止 判别 条 件 。 在 2.3 节 将 讨论 这 样 做 的 原因 。 
表 2.2 用 试 值 法 求解 xsinf xj -1=D 
















































左 映 点 ,ax 中 点 ,es 右 端点 ， 如 函数 值 几 m) 
站 0D.00000000 上 099 和 17 2.00000000 了 | 一 将 .02001921 
1 .05975017 1 .12124074 2,00o000000 厂 , DOP8346] 
2 1.099750]17 1 .11416120 ,12124074 日 ,00000563 
3 1.00975017 1.11415714 1.1141]6120 0.00000000 














程序 2.2{ 二 分 法 ) 求解 方程 六 *) =0 在 区 间 [ e,2] 内 的 一 个 根 。 前 提 条 件 是 Fx) 
是 连续 的 ,上 且 护 e) 与 灵 介 的 符号 相反 














”， function [c,err,yc]= bisectfft,a,b,delta) 
多 THPUE - 于 8 上 he Functicn :nput 二 S 吕 String “E 


入 -aandbarethe 1ett and Yight end points 
香 一 髓 生 ] 革 站 于 号 七 所 生 七 白 1 ESmnC 扬 

和 CUEEUL- 妆 计生 七 he 全 癌 

旬 - Ye=ftc) 

竺 -erT 13 上 the error estimate tor 号 


Ya = teval(E,a)i 
Yib= fevalft ,pb)i 
工 ya #y 有 > 0 Preak,end 
max1=T+Foundat(logf(Db-al- logfaelta))Alogf27); 
ter 长 = 卫 :max1 
C= (aa+b)/2; 
Ye = fevalf(E,c]i 
ifyc== 站 
直 = 避 ; 
= 
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4 
怠 18eILE YP=#YC> 
了 一 吕 ; 
Yb= Ye 
忆 荆 号 已 
去 = 
Ya=YCi 
End 
了 二 一 < 昌 eTitabreakend 
erTI 纪 
C= (ar+Db)rai; 
err = aps(b -ay 
Ye= ftevalff,c)y; 
程序 2.3{ 试 位 法 ) 求解 方程 涉 x*) =0 在 区 间 [e, 5 内 的 根 。 前 提 条 件 是 Ax) 是 连 


续 的 , 且 扰 ae) 与 灰 加 的 符号 相反 








Eunetion [eerryye] = regulat fabydqeltak,epsilon:max1) 


和 InPut - 荆 s the function irmput as 己 外 rinS 下 
-有 Bandb arethe leftt anaright and points 
- Qelta jg the toOLerance for the 2ex 


名 
和 
对 
名 


多 
多 


enmd 


-~ epsilorn is he toletrarlce foOr the Value Of 上 at the zero 


- IaXLT 1 Sthe taxirmum mmber cf 1Eeratieons 
# OutPuUt- C 主 七 ne ZeL 


~- Ye= ffc) 


一 er 工 & 上 ne erIOFT strmate Etor 如 
Ya = ftevalfE,a)i 
YP = fevalff,b)i 
并 Y 品 共 YY 扫 > 站 


Gispf Noteyftfa)y#Efpy>g)， 
Peak， 


fer 大 = 1:maX1 


em 马 
1 


ax =ybx (pb-alAyb-Yya)yi 
忆 = 症 -Gei 
ac= 已 一 下 ; 
yc = fevalfE,c]i 
IE Ye== 0,Pbreaki 
亿 | 吕 合计 Yo 基站 
轧 =i 
YDb = YCi 
台 】 台 扎 
避 严 马 ; 
区号 二 将 扣 
em 志 
ax=minfabs(axl ac)j， 
1f absfax) < aeltabreak,ena 
it abstyc) < epbsilorbreakyend 


er = abgstb -aa)j723; 
YC = fewvaltE,c)s 


2.2.3 
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划分 方法 练习 


在 练习 1 和 练习 2 中 ,如 果 在 240 个 月 肉 每 月 付款 已, 求解 满足 整个 年 金 4 的 利率 岂 采 
用 二 分 法 和 了 的 两 个 初始 值 计 算 下 列 了 的 3 个 近似 值 。 


工 . 
2. 
了 3. 


了 = $275,4= $250 000, 而 =011 厂 =00. 到 

疡 = $325,4 -= $400 000, 关 =0.13, 了 =0.14 

对 下 面 每 个 天 数 寻找 一 个 区 间 [a , 世 , 使 得 Za) 和 大 下 的 符 导 相反 。 
《ay 扰 ) = 上 z 一 2 一 区 

《hb) 挛 s) = oosfx)+ 工 一 

(《e) 成 g)》= ny) 一 于 十 攻 

(d) 7s) = 妇 -10z+23 


在 练习 4 到 练习 了 中 ,利用 试 位 法 在 区 间 [ 全 站 io] 内 计算 避 g 儿 公 1 和 站 本 


4 


mo 


10. 


后-2-x=0[oo,p]=[-2.4,-1.6] 

cos( xs) +1-%=0[ao,p]=[0.8,1.6] 

ln(zh -SS+x=0[ai]=[3.2.4.0] 

妈 10x+23 =0.[ao, 加 =[56.0,6.8] 

用 [ ao ,加 ],[ al 加]，……[e ,&] 表 示 二 分 法 产生 的 区 间 。 
(本 试 证 明 mo 到 辕 生生 四 二 和 … 近 玉生 二 站 二 各。 
《 雪 试 证 明 记 -四 =( 加 -ao)712"。 

(c) 设 每 个 区 间 的 中 点 为 c. = (a. + 记 )22, 试 证 明 ， 


提示 ; 回顾 微 积分 参考 书 中 单调 序列 的 收 盆 性 。” 


， 如 果 用 二 分 法 求解 函数 太 x)] = ICx* - 2 的 零点 ,和 而且 


《ma 区 间 为 [3,7] (区 间 为 [1,7] 
时 ,情况 如 何 ? 

如 果 用 二 分 法 求解 函数 所 xz) = tan(x) 的 零点 ,而 
(a) 区 间 为 13,4] (b) 区 间 为 [1,3] 
时 ,情况 如 何 ? 


' 假设 用 二 分 法 寻找 函数 成 沁 在 区 间 [2,7] 内 的 零点 。 执 行 多 少 次 后 可 以 使 近似 值 cy 


的 精度 达到 $x 10-?? 


. 试 证 明 试 位 法 的 式 (22) 在 代数 上 等 价 于 : 


af) 一 on) 
所 如 一 六 站 


. 构造 用 来 确定 二 分 法 需要 的 选 代 次 数 式 (15)。 .提示 :用 15 - el/2"*1 < 8 和 对 数 计算 。 
. 多 项 式 头 四 =(x -1 -2)(z-3) 有 3 个 零点 :3 个 重 根 x = 1 和 单 重 根 yx=2.x - 


3。 如 果 ao 和 名 是 任意 两 个 实数 ,满足 wm <1 和 号 >3, 则 扰 c)F5y<0 这 样 ,在 
区 间 [ en ,5] 内 ,二 分 法 将 收 伍 到 3 个 零点 之 一 。 如 果 选 择 ee <1 和 所 >3, 而 且 对 任 
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意 n>1, 有 o = 笃 了 所 不 等 于 1.2 或 3, 则 一 分 法 -一定 不 会 收 伍 到 哪个 零点 ? 为 什么 ? 


15.， 如 此 多项式 所 xz) 在 区 间 [ oo 加] 内 有 彰 数 个 实 零点 ,每 个 零点 有 奇数 重 根 , 则 Fao) 疙 bo) 
<0, 且 利用 二 分 法 将 收 敏 到 其 中 一 个 零点 。 如 果 ao <1 且 如 >3, 而 且 对 任意 az1, 有 


-对 洋 不 等 于 7z] 的 任意 一 个 零点 , 则 二 分 法 一 定 不 会 收 全 到 哪个 零点 ? 为 什么 ? 





2.2.4 算法 和 程序 


1. 如 果 在 240 个 月 内 每 月 付款 $300， 求解 满足 整个 年 金 4 为 $5000 000 的 利率 了 的 近 
似 值 (精确 到 小 数 点 后 如 位 )。 

2， 设 阅 球 由 一 种 白 橡 树 构成 ;密度 p -0.710, 半 径 ， r= 15。 将 它 放 和 水 中 , 球 混 人 水 中 
部 分 的 质量 (精确 到 小 数 点 后 8 位 ) 是 多 少 ? 

3. 修改 程序 2.2 和 程序 2.3; 使 得 输出 分 别 类 似 于 表 2.1 和 表 2.2 的 矩阵 ( 即 矩阵 的 第 一 
行 记 当 为 [0 ao co 如 Fo)])。 

4 使 用 为 求解 问题 3 编写 的 程序 ,求解 函数 * = tanfx) 的 3 个 最 小 正 根 的 近似 值 。 

5 一 个 单位 球体 被 平面 切 成 两 部 分 ,其 中 一 部 分 的 体积 为 另 一 部 分 的 3 倍 。 确 定 从 球 
中 心 刘 平面 的 距离 (精确 到 小 数 点 后 10 位 )。 


2.3 初始 近似 值 和 收敛 判定 准则 


划分 方法 依赖 于 寻找 满足 六 e) 与 护符 导 相 反 的 区 间 [e ,5 。 一 且 找 到 区 间 , 无 论 区 间 
多 大 ,通过 选 代 总 会 找到 一 个 根 ,因此 这 些 方法 被 称 为 全 局 收 化 法。 然而, 如果 As) -0 在 区 
间 [e, 旨 有 多 个 根 , 则 必须 使 用 厅 同 的 初始 区 间 来 寻找 每 个 根 ,要 寻找 这 些小 区 间 并 不 容易 。 

在 2.4 节 ,将 会 研究 牛顿 拉夫 申 (Newton - Raphson? 法 和 人 割 线 法 以 求解 /as) =0。 这 两 种 六 
法 要 求 给 定 一 个 接近 根 的 近似 值 以 保证 收 化 人 性 。 因 此 这 些 方法 被 称 为 局 部 收 伍 法 ,局 部 收敛 
的 速度 远大 于 全 局 收 敏 的 速度 。 一 些 混 合 方法 首先 采用 全 局 收 全 法 , 当 迭 代 逼 近 根 后 ,再 切换 
到 局 部 收 敏 法 。 

如 果 根 的 计算 过 程 属 于 一 个 非常 旋 大 的 工程 ,那么 可 以 采用 一 -个 较为 简便 的 办 法 , 即 首先 
将 函数 画 出 来 。 通 过 对 图 y = ,A(x) 进 行 观察 ,并 根据 它 的 形状 ( 凹 性 .斜率 、 振 葛 性 .局 部 极 值 
和 拐点 等 ) 可 以 做 出 重要 的 判断 。 更 重要 的 是 , 妍 果 图 中 对 应 的 点 存在 ,它们 可 以 被 分 析 并 用 
来 决定 要 的 近似 值 位 置 。 这 些 近似 值 可 作为 求 根 算法 的 初始 值 。 

求解 过 程 必 须 非常 仔细 ,计算 机 软件 包 中 有 各 种 复杂 的 图 形 软件 。 息 设 利 用 计算 机 对 在 
区 间 [a,] 内 的 函数 y = 扰 z) 进 行 绘图 ,通常 应 将 区 间 划 分 为 w+ 1 个 等 工 点 ,am = 30 区 区 | 攻 和 
< 只 = ,并 计算 函数 值 % = A(xs)。 然 后 ,或 者 使 用 线段 ,或 者 利用 * 拟 合 曲线 "在 连续 点 
(xD 和 (sr) 之 间 进 行 绘图 ,其 中 让 = 1,2,...,。 必 须 确保 有 足够 的 点 ， 才能 保证 当 
郴 数 变化 很 快 时 曲线 部 分 不 丢失 根 。 如 果 A(x) 连 续 ， 且 两 个 邻接 连续 点 (my 和 (fx ， 
入 ) 位 于 x 轴 的 两 边 , 则 根据 中 值 定 理 ,在 区 间 [x，，, % ] 内 至 少 有 一 个 根 。 但 如 果 在 区 间 
[xs -xi] 内 有 一 个 或 多 个 靠 得 很 近 的 根 , 而 且 邻 接 两 点 (z ，， 2 和 (xx 办) 位 于 sx 轴 的 局 
一 边 , 则 计算 机 生成 的 函数 /的 图 形 不 能 指示 出 适合 中 值 定理 的 位 置 ， 邯 计算 机 产生 的 图 形 并 
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不 是 函数 /实际 图 形 的 真实 表示 。 当 然 ,本 数 根 非常 接近 的 情况 并 不 常见 ;在 这 种 情况 下 ,图 
形 包含 根 的 区 域 没有 跨 过 * 轴 ,或 者 根 在 纵向 渐 近 线 附近 。 当 利用 任何 数值 求 根 算法 时 , 需 
要 考虑 到 函数 的 这 些 特性 。 

最 后 ,在 两 个 非常 接近 的 根 或 一 个 双重 根 附近 ,计算 机 在 ( 思 -, ,和 多- ) 和 (和 , 因 ) 之 间 生 成 的 
曲线 可 能 不 跨 过 或 接触 * 轴 。 如 果 IA( xs)1 小 于 预定 义 值 s(ie. ,7 )=0), 则 xz 是 暂时 的 根 
的 近似 值 。 但 在 图 中 xx 附近 有 许多 值 接近 0, 这 样 可 能 并 不 接近 实际 的 根 。 因 此 ,必须 增加 
要 求 :斜率 在 (zs ,7) 附 近 改 变 符号 ,也 就 是 说 ,保证 ml := 蔡 二 2 和 下 ,3 的 符号 一 
定 相 反 。 由 于 驮 -和 ;>0 且 办 一 罗 、 0. 因 此 没有 必要 使 用 关 商 ,通过 检验 思 一 %-! 的 差 和 
-~ % 状 符 号 是 否 相反 就 足够 了 。 在 这 种 情况 下 ,% 是 根 的 近似 值 。 然 而 ,不 能 保证 这 个 初 
始 值 将 一 定 会 产生 一 个 收敛 序列 。 如 果 在 y = 7 扰 *) 的 图 形 中 有 一 个 局 部 最 小 (或 最 大 ) 值 趋 近 于 
0, 则 当 妃 )=0 时 ,尽管 mw 并 不 趋 近 一 个 根 ,但 仍 将 x 作为 根 的 近似 值 。 


例 2.9 在 区 间 [ -1.2,1.2]j 肉 寻 我 方程 妈妈 -+1=0 的 根 的 近似 值 位 置 为 了 说 明 情 
况 , 园 择 下 =8, 并 参见 表 2.3。 


考虑 三 个 横 坐 标 - 1.05、- 0.3 和 10.9。 因 为 护 x) 在 区 间 [ -1.2, -0.9] 内 改变 特 号 ,所 以 
值 -1.05 是 一 个 根 的 近似 值 ;事实 上 , 九 一 1.05) = -0.210。 

尽管 在 摸 坐 标 0.3 附近 计 素 政变 替 号 ,但 由 于 护 -0.3) =1.183; 因 此 -0.3 不 在 根 附近 。 
肾 后 ,函数 的 斜率 在 横 坐 标 0.9 附近 改变 符号 ,而 且 FL0.9) = 0.019, 因 此 0.9 是 一 个 要 的 
近似 慎 { 如 图 2.10 所 示 )。 


表 2.3 寻找 根 的 近似 值 位 置 
































国 兽 数 什 扩 的 吝 信 一 霸 庆 或 广 ( 相 中 的 待 号 改变 
- 撞 -1 拓 秋 二 天 -1 拉 +1 一 认 

-1.2 -3,125 -0.968 2.157 1.329 在 [a ,ws ] 中 了 政变 符号 

-0.9 一 0.968 0.361 1.329 0.663 

-0.6 0.361 1.024 0.663 0.159 - 

0.3 1.024 1.183 | 0.199 -0.183 接近 ms 时 /改变 符号 

0.0 1.183 41.000 -0.183 -0.363 

0.3 1.000 0.637 一 0.363 -0.381 

0.6 0.637 0.256 -0.381 -0.237 

0.9 0.256 0.019 -0.237 10.069 接近 呈 时 广 -改变 符 导 

1.2 0.019 0.088 0.069 0.537 

2.3.1 检测 收 合 性 


使 用 图 形 只 能 观察 根 的 近似 位 置 ,必须 用 算法 计算 出 计算 机 可 接受 的 真正 解 ” 。 通 常 使 用 送 
代 产 生 序列 jx| 来 天 近 根 p ,但 必须 提前 设 定 终止 迭代 的 判别 条 件 或 策略 ， 使 得 计算 机 求 出 一 个 较 
精确 的 近似 值 后 ,可 以 停止 计算 。 由 于 目标 是 求解 上 ，z) = 0, 所 以 最 终 值 Pu 应 当 满足 Km)i<e。 

用 户 可 提供 1A(p)1 的 允许 误差 ,然后 通过 选 代 过 程 产生 点 已 = (mm , 交 m )) ,直到 点 已 
位 于 直线 7= +s 和 7= -e 之 间 水 平 区 域 ,如 图 2.11(a) 所 示 。 当 用 户 求解 PKx) = 三 时, 如 时 
利用 求 根 的 算法 求解 人 xz) = jx) - 工 , 则 此 判定 条 件 非常 有 用 。 
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图 2.10 三 次 多 项 式 y= 巡 - 巡 -~-x+l 的 图 形 
另 一 个 终止 判别 条 件 与 横 坐 标 有 关 , 可 以 用 来 判定 序列 | p, | 是否 收 伍 。 如 果 在 x=p 的 
两 边 画 出 垂直 线 x =p+ 9 和 xz=p -3, 当 点 已 位 于 这 两 个 垂直 线 之 间 时 ,可 确定 停止 迭代 ， 
如 图 2.11(b) 所 示 。 








图 2.11(a) 定位 函数 AKx) =0 的 解 的 横向 收敛 区 











2.11(b) 定位 函数 六 zx) = 0 的 解 的 纵向 收敛 区 


相 比 而 言 ,后 一 个 判别 条 件 更 能 满足 要 求 ,但 因为 它 包含 不 知道 的 解 p, 所 以 实现 起 来 较 

”为 困难 。 可 以 根据 这 个 思路 改进 , 即 当 连续 迭代 mm ,和 玉 足够 接近 ,或 者 它们 有 rt 位 有 效 数 
字 时 ,停止 进一步 计算 。 

有 些 情况 下 , 当 书 ~ 巴 -; 或 者 Fa) ~0 时 ,就 可 以 满足 用 户 的 算法 。 理 解 这 一 结论 ,需要 
借助 于 正确 的 逻辑 推理 。 如 果 要 求 1 - pl<8 且 1F(p,) < el, 则 点 已 位 于 包含 根 (p,0) 的 一 
个 矩形 区 域内 ,如 图 2.12(a) 所 示 。 如 果 规 定 lm - p1< 3 或 1f(p,)1<e, 则 点 已 位 于 水 平方 
向 与 垂直 方向 的 并 集 区 域内 ,如 图 2.12(b) 所 示 。 人 允许 误差 $ 和 e 的 大 小 很 关键 。 如 果 人 允许 误 
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差 选 得 太 小 , 则 迁 代 可 能 无 限 执行 下 去 。 应 当选 择 比 10-* 大 约 大 100 售 的 允许 误差 ,这 里 W 
是 计算 机 浮 点 数 的 小 数位 数 。 横 坐标 的 封闭 性 可 用 如 下 判别 条 件 检测 
1p, 一 pil<9 (评价 绝对 误差 ) 
或 
让 下 可 = (评价 相对 误差) 
Po 一 1Ps-il 
外 坐标 的 封闭 性 通常 通过 17(p,) < 1 来 检查 。 














图 2.12(b) 由 lx-pl<S 或 1yl < e 定义 的 无 边界 区 域 


2.3.2 有 问题 的 函数 (TroubleSome Functions) 


由 于 截断 误差 和 计算 中 的 不 稳定 性 ,因此 用 计算 机 求解 Kx) = 0 总 会 有 误差 。 如 果 图 形 
y=x) 很 陡 地 各 近 根 (p,0) , 则 求 根 问题 是 良 态 的 (well conditioned) ,也 就 是 说 ,很 容易 得 到 具 
有 多 位 有 效 数 字 的 解 。 如 果 图 形 y = /(x) 非 常平 缓 地 逼近 根 (p ,0), 则 求 根 问题 是 病态 的 ( 记 
conditioned) ,也 就 是 说 ,只 能 得 到 带 少 量 有 效 数 字 的 解 。 这 种 情况 发 生 在 f(x) 在 p 处 有 多 个 
根 的 时 候 。 这 在 下 一 节 会 进一步 讨论 。 

程序 2.4( 求 解 根 近似 值 位 置 ) 为 了 粗略 估算 方程 fx) =0 在 区 间 [c, 0 内 根 的 位 
置 ,使 用 等 间隔 采样 点 和 如 下 的 评定 准则 ， 

(ji (xD ) <0 

(ai 1 和 1<e 且 式 (入 - 7 人 ys 和)<0 

这 样 , 要 么 /xi) 与 所 x) 符 号 相反 ,要 么 1 )1 足 够 小 且 曲 线 y = F(x) 的 斜率 在 
|《% ,及 因 ) 附 近 改 变 符号 











例 2.10 
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functicr R= approot (Xepsilony 
多 TDEUL 一 于 二 七 he Db]ject EunCtiCrm Sawe 电 S 二 rl TH 研 Te DametE 于 .IIL 


洛 一 其 工 当 七 芒 生 weCSLEOF 局 诺 司 pSCeiLSSBS 

名 一 EPSiI1LCII 工 S 七 用 忆 臣 名]GrartCE 

入 Output ~ 及 工 SS 七 he VECLOT GE apBDIOXLma 后 工 DoOt 吕 
了 = 下 


YyTange = JaxftY) - hinfY)i 
epsilon2 =YIamnge# epailorny 
呈 = LengtH(X); 

亚 = 昌 ; 

Xfn+17=Xfnm)yi; 

Ya+T) =YCnyi 


Ecozr 下 三立:。 
E YYKCK-1)#YCK < = 日 ， 
和 = 了 匡 上 +; 
Rnmy = 《其 (K 一】) + XCK) )A23 
[| 
名 = 证 天 一 工 条 关 
(YEK+T1L)7 -3 
itabas(Yfk)) < epsi2on2yS (ss< = 吕 )， 
= 和 岳 十 二; 
Rfm) = X(K)3 
enQ 
[is | 


使 用 程序 approot 求解 函 纹 扎 x)] = sinfeos(2)) 在 区 间 [ -2,23] 内 根 的 近似 位 置 。 首 
上 先 将 了 保存 为 村 文 件 , 命 名 为 了 mo。 出 于 其 结果 被 求 根 算法 作为 初始 情 , 所 以 构造 
下 ,使 得 近似 慎 精 确 到 小 数 点 后 面 4 位; 

> > 区 = 一 了 1 001 2 

> > approot(X,0.000D1) 


孔 世 己 = 


一 工 ,9875 一 -6755 一 .16235 1.1625 .5765 .9 吧 75 


通过 将 结果 与 函数 了 的 图 形 进行 比较 ,可 以 得 到 一 个 较 好 的 初始 近似值 以 用 于 求 报 芭 法。 


2.3.3 


初始 近似 值 的 练习 


在 练习 题 ! 到 练习 题 6 中 ,使 用 计算 机 或 图 形 计算 器 ,通过 图 形 来 确定 函数 Kx) =0 根 的 
近似 位 置 。 在 每 个 习题 中 ,确定 区 间 [a, ,以 便利 用 程序 2.2 和 程序 2.3 求解 根 ( 即 


天 JAD)<D)。 

1. 六 g 和 = 本 一 可 一 2 二 YY 雪 2 

2. Fr)= 站 -ceosfy) 一 2 过 Y 执 2 

3. 不 X)= sinfx) 一 2cos(x) -2 之 YX 二 2 

4,， sr) = cosfxy+TT+ 委 1 一 2 近 过 2 

5. AUxy=(xr-2 -nx) 0.5 近 和 过 4.5 
6. Fi)=2x -tan(y) -1.4<xs14 
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2.3.4 算法 和 程序 


在 问题 1 和 问题 2 中 ,使 用 计算 视 或 图 形 计算 器 ,在 给 和 定 的 区 间 内 ,通过 程序 2.4 求解 实 
根 的 近似 值 ,精确 到 小 数 点 后 4 位 。 然 后 利用 程序 2.2 和 程序 2.3, 求 解 精确 到 小 数 点 后 
包含 12 位 的 根 的 近似 值 。 
1. 扎 z) =10000002-111000x2 +11i0x -1 一 2 二 二 2 
2. 所 x)=Sx 一 38o +21x8 一 Srxe -3mrx5 -32 +8Y 3 -153 近 x 扫 1 
3. 一 个 计算 机 程序 使 用 点 (xzo, yo),(xzo 7) 和 (wy,yw) ,可 画 出 函数 y = 扎 x) 的 图 形 ， 
通常 还 标记 出 图 形 的 纵向 高 度 ,而 且 必 , 须 写 出 一 个 子 程 序 来 确定 函数 了 在 区 间 中 的 最 
大 值 和 最 小 值 。 
(a) 构造 一 个 寻找 值 了 = maxt| 站 和 世 。 = min; jy | 的 算法 。 
(p) 写 一 个 MATLAB 程序 寻找 函数 ze) 在 区 间 [e ,过 内 根 的 近似 位 置 和 极 值 。 
(e) 使 用 (b) 中 的 程序 寻找 问题 1 和 问题 2 中 根 的 位 置 和 极 值 ,并 与 真 值 进行 比较 


2.4 牛顿 拉夫 申 {[Newton - Raphson) 法 和 制 线 法 


2.4.1 求 根 的 斜率 法 


如 果 扎 <) ,Ps) 和 (zx 在 根 疡 附近 连续 , 则 可 将 它 作为 六 z) 的 特性 ,用 于 开发 产生 收 
伍 到 根 p 的 序列 |ma1 的 算法 。 而 且 ,这 种 算法 产生 序列 } 记 | 的 速度 比 二 分 法 和 试 位 法 快 。 牛 
顿 拉夫 申 (简称 牛顿 ) 法 依赖 于 /(x) 和 产 (*) 的 连续 性 ,是 这 类 方法 中 已 知 的 最 有 用 和 最 好 
的 方法 之 一 。 本 小 节 首 先 通过 图 形 方 式 对 牛顿 法 进行 介绍 ， 然后 用 泰勒 多 项 式 对 其 进行 更 严 
格 的 分 析 。 

设 初 始 值 pe 在 根 附近 。 则 函数 y = 扎 x) 的 图 形 与 * 轴 相 交 于 点 (p,0) ,而 且 点 (mm， 
天 po) 位 于 靠近 点 (p,0) 的 曲线 上 (如 图 2.13 所 示 )。 将 记 定义 为 曲线 在 点 (ms ,Am 妨 的 切 
线 与 * 轴 的 交点 。 册 通过 图 2.13 可 以 看 到 P 比 m 更 靠近 p。 如 果 写 出 如 下 所 示 的 切线 了 工 的 
两 种 表达 式 , 可 得 到 与 站 和 po 相关 的 公式 ， 


上 式 是 经 过 点 (PP ,0) 和 点 (po ,大 pm)) 的 直线 介 率 , 即 : 
丈 =j (po) (2 
-上 式 是 点 (pa ,成 po) 处 的 曲线 斜率 。 式 (1 和 式 (2) 的 斜率 mm 相等 , 则 求解 pi 可 得 ， 
用 1 = Po 一 -和 【3 
重复 上 述 过 程 可 得 ,序列 | pei 收敛 到 p。 下 面 将 精确 定义 上 述 计算 过 程 。 


定理 2.5{ 牛 顿 拉 夫 申 {Newton - Raphson} 定 理 } 设 AE C[a.b, 且 存在 数 PE [a,5], 满 足 
扰 pi=0。 如 果 产 (p)F0, 则 存在 一 个 数 6>0, 使 得 由 如 下 迭代 定义 序列 jp, 1 收 伍 到 对 字 
任意 初始 近似 值 nmE[p -3,p+8] 成 立 的 靖 : 
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《 1 
户 =g(p-D)=Pi- 闪 Re ， 直 =]1 ,2 (4) 
注 :函数 g(x) 由 如 下 公式 定义 : 


_ (Y) 
(= 声名 (5) 


了 







旦 机 钨 
HE 二 人 
上 


玉 “ 
(Pb 天 只 族 





>- 


人 的 





图 2.13 用 于 牛顿 拉 去 申 法 的 记 和 疡 的 几何 结构 
并 称 为 牛顿 拉夫 申 闪 代 函 数 。 由 于 Ap) =0, 显 然 8(p) = ps。 这样 ,通过 寻找 函数 g(x) 
的 固定 点 ,可 以 实现 寻找 方程 尹 z) =0 的 根 的 牛顿 拉夫 申 迁 代 。 


证 明 : 如 园 2.13 所 示 的 点 语 的 几何 结构 不 能 帮助 我 们 理解 为 何 m 需要 莫 近 p 或 为 何 
广 (x) 的 连续 性 是 必要 的 。 这 需要 从 一 阶 泰 勒 多 项 式 和 它 的 余 项 开始 分 析 : 


AL) -po)+P(po)(z- po+ 龙 ta5 一 P 
这 里 ，c 位 于 Po 和 “之 间 。 用 * = p 代入 起 (6) ,并 利用 7p) = 0, 可 得 到 | 
0-=7p) + (pa)(p-po) + 三 Ce 和 p 0 


如 果 mm 足够 逼近 p, 则 式 (7) 右 边 的 最 后 一 项 比 前 两 项 的 和 小 。 因 此 最 后 一 项 可 忽略 ,而 
且 我 们 可 利用 如 下 近似 表达 式 : 


(6) 


0=: 灵 poj+ 产 (po)(p- po) 【3 
求解 式 (8) 中 的 P, 可 得 到 p= pe - 扰 po)77(po)。 这 可 用 来 定义 下 一 个 根 的 近似 值 p : 
站 六 po) 
Pi=po -Frfpy 《9) 


当 mz- 用 在 式 (9) 的 m 位 置 上 时 ,就 可 以 建立 一 般 规 则 ( 碟 式 (4))。 对 大 多 数 应 用 而 胡 ， 
这 是 需要 理解 的 全 部 内 容 。 但 是 ,为 了 全 面 理解 发 生 的 情况 ,可 能 需要 固定 点 迭代 和 应 用 定理 
2.2。 关 键 是 对 外 (z) 的 分 析 : 
Kx) 1 记 Cajzto -XIFCS) 所 xx) 
【六 2) 人 FE 
根据 假设 ,AP) =0, 这 样 g'(p)=0。 由 于 gp)=0, 面 且 人 (zx) 是 连续 的 ,所 以 可 能 找到 
一 个 数 > 0, 在 区 间 1g'(xz)1<1 内 满足 定理 2.2 中 的 假设 (p - 8,p+ 6。 因此 ,用 mm 初始 化 
收 和 倒序 列 ! 疡 j。 收 伍 到 所 xz) = 0 的 一 个 根 的 充分 条 件 是 mgEtp-0,p+es), 且 8 满足 ， 


对 所 有 的 xzE(p-0,p+t) 有 :| 才 全 设 <1 《10) 
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推论 2.2( 求 平方 根 的 牛顿 选 代 】 设 4 为 实数 , 且 4 >0, 而 且 令 m >0 为 v 4 的 初始 近似 值 ， 
可 用 下 列 递 号 规则 定 义 序 列 { 闫 | 即 ， 
PE-1 十 一 
玉 = 一 2 (1) 
则 序列 和 | ?9 收 敏 到 v 4 ,也 可 表示 为 lim_。 呈 =v4。 
简单 证 明 ; 从 番 数 六 x) = 和 - 4, 得 到 方程 衬 -4=0 的 根 为 +Vv4。 现 在 利用 式 (5) 中 的 
所 2 和 导数 ,可 写 出 牛顿 拉夫 申 选 代 公式 ; 


(xz)》 家 
5( = 内 = (12) 








此 公式 可 简化 为 ， 


ex) = 【13) 


用 式 (13) 中 的 8(x) 定 义 式 (4) 中 的 递归 选 代 时 ,结果 是 式 {11)。 可 以 证 明 对 任意 初始 值 
Po >0, 式 (11) 中 生成 的 序列 将 收 伍 。 详 细 证 明 过 程 留 作 练习 。 


在 推论 2.2 中 ,非常 重要 的 一 点 是 迁 代 函数 g(x) 只 包含 算术 符号 +，-，x 和 /。 如 果 
&(z) 包 含有 平方 根 的 计算 , 则 会 陷 人 循环 推理 中 , 即 为 了 能 够 计算 平方 根 , 允许 递归 定义 一 个 


序列 最 终 收 伍 到 y 4 。 由 于 这 个 原因 ,选择 了 F(x) = 刀 -4 ,因为 它 只 包含 了 算术 操作 。 
例 2.11 用 牛顿 平方 根 算 法 求 /$ 的 近似 值 。 
从 po=2 开 始 , 计 算 : 





-2452 -aa 


加 = 全 扫 2. =2.236111111 


_2.236111111 + SA/2 .236111111 
= 


2.36067978 + 512.236067978 
2 


=2.2365067978 


P, =- = 2.236067978 


进一步 造 代 可 得 到 内 一 2.236067978, 其 中 大 >4, 收 化 精度 精确 到 小 数 点 后 面 9 位。 


现在 通过 分 析 基 础 物理 中 的 一 个 娄 悉 的 问题 ,来 分 析 为 什么 确定 根 的 位 置 非 常 重要 。 设 

一 个 投射 体 从 原点 发 射 , 仙 角 为 如 ,初始 速度 为 wm。 忽略 空气 阻力 ,如 果 用 英尺 测量 , 刚 飞 行 
高 度 y = Y( 地 和 飞行 水 平行 程 * = xf 符合 如 下 规则 ， 

y=2t- 匠 莹 和 x*= at 《14》 

这 里 ,初始 速度 的 水 平分 和 量 为 mw = meos( 和 ) ,和 武直 分 量 为 终 = asia 加 )。 式 (14) 表 示 的 

数学 模型 容易 用 于 求解 投射 体 的 飞行 路 径 ， 但 得 出 的 飞行 高 度 和 飞行 上 距 离 均 高 于 实际 。 如 果 

咎 和 空 《 胆 力 与 速度 成 一 定 比 例 , 则 运动 方程 变 为 
y= 刀 日 =(Co+32C)(1- ee ) -32 人 {15) 
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和 = Co 人 Ce) (16) 

其 中 5 = 到 大 尖 是 空气 阻 方 的 系数 ,mm 是 投射 体 的 质量 。 如 果 C 的 值 增 大 , 则 可 得 到 更 

高 的 最 高 飞行 高 度 和 更 远 的 飞行 路 程 。 考 虑 空气 阻力 的 投射 体 飞行 轨迹 如 图 2.14 所 示 。 改 

进 的 模型 更 符合 实际 ,但 需要 用 求 根 算法 求解 关切 =0 来 确定 当 投射 体 击 中 地 面 时 经 过 的 时 
间 。 式 人 14) 中 的 基本 模型 不 需要 复 琳 的 计算 来 求解 飞行 时 间 。 


上 
300 








人 了 





200 


LO00f 








20 40 600 800 105 


图 2.14 考虑 空气 阻力 下 的 投射 体 飞 行 轨 迹 


例 2.12 一 个 投射 体 发 射 的 仰角 加 =43 ,oo = 岂 = 160 fs, 和 C=10。 求 撞击 地 面 后 的 飞行 
时 间 和 飞行 水 平 路 程 。 
利用 式 (13) 和 式 (16) ,运动 方程 为 y= 成 上 =4800(1-e 各) -320 和 *=rfb=il600(1 
-e ”)。 由 于 姑 8) = 83.220972 和 9) = - 31.534367, 使 用 假定 的 初 值 由 = 8 ,导数 为 
7( 昌 =480e -320, 而 且 将 Apo)= 广 (8) = -104.3220972 代入 式 (4) 可 得 : 


8 __83.22097200 
一 二 时 到 20577 


计算 情况 如 表 2.4 所 示 。 
表 2.4 当 高 度 Flyf) 为 0 时 求 得 的 飞行 时 间 





=8.797731010 





















天 时 间 , 筷 本 不 高 度 , 赤 pr) 
必 3.DOODD0D0 用 .9 闻 3101 83.9009720 有 0 
1 8.79733101 一 曲 . 的 3 功 ] 的 一 后 .的 369700 
了 3 74242941 一 站 .00025475 一 习 .03050700 
了 号 .74217467 一 .0O0000001 一 属 .00000100 
二 .742174 梧 DODO0O0D0000 六 .DO000000 





值 四 的 精度 为 小 数 点 后 面 8 位 ,飞行 时 间 为 fi=8.74217466 秒 。 飞行 水 平 路 程 可 用 Frf 太 
计 竺 ,结果 为 : 
r(8.74217466)] = 1600(1 - en746 ) = 932.4986302 乓 
2.4.2 被 零 除 错误 


千 顿 拉 去 申 法 的 一 个 明显 缺陷 是 ,如 果 在 式 (4) 中 产 (m -0 =0, 则 可 能 存在 被 堆 除 错误 。 
需 有 一 个 函数 用 于 检查 程序 2.5 中 的 这 种 情况 ,但 在 这 种 情况 下 ,对 于 最 后 计算 的 近似 值 闫 -， 
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如 何 处 理 ? 很 可 能 /ax-,) 是 够 接近 零 ,这样 庆 -, 是 根 的 一 个 可 接受 的 近似 值 。 下 面 将 研究 这 
种 情况 ,并 将 发 现 一 个 有 趣 的 事实 , 即 选 代 收 敛 的 速度 有 多 快 。 
定义 2.4[ 根 的 阶 ) 设 Atx) 和 它 的 导数 在 包含 x = p 的 某 区 间 内 有 定义 且 连 续 。 则 称 
xs)=0 在 *=P 处 根 的 阶 为 好 , 当 上 且 仅 当 ; 
Ap)=0 CD)=0Pe(P)=0 ， 而 且 FO(p)zx0 (7) 
如 果 一 个 根 的 阶 W = 1, 则 称 此 根 为 单 根 ;如 香 一 个 根 的 阶 到 > 1, 则 称 此 根 为 重 根 。 如 果 
一 个 根 的 阶 好 =2, 则 称 此 根 为 二 重 根 ,以 此 类 推 。 下 面 的 结论 将 说 明 这 些 概念 。 


引 理 2.1 如 果 方 程 Kxs)=0 在 *=p 处 有 根 的 阶 寻 , 则 存在 连续 函数 &(z) ,使 得 Kxy 可 表 
示 为 : 





天 < = 一 ) (xz)， 下 站) 天 站 (18) 
例 2.13 函数 F(x)= 呈 -3z+2 在 户 =- -2 让 有 单 根 ,在 pP=] 处 有 二 重 根 。 根 据 导 数 
FJs=30 -3 和 产 (z)=6x 可 对 其 进行 验证 。 当 了 = -2, 可 得 到 大 -2)=0 和 
/- 纹 =9, 困 此 定义 2.4 中 的 惠 =1, 所 以 P= -2 是 单 根 。 当 疡 = 1, 可 得 到 太 1) 
=0, 六 (1)=0 和 .六 (1)=6, 因 此 定义 2. 中 的 时 =2, 所 以 =1 是 二 重 根 。 也 可 注 

意 到 扩 x) 可 因 式 分 解 为 Fx)=(gsg+2)0r-17P。 


2.4.3 收敛 速度 


一 个 显著 的 性 质 是 :如果 刁 是 Zx) =0 的 单 根 , 则 牛顿 法 收敛 很 快 ,而 且 每 次 选 代 结 果 的 
小 数 点 后 的 精确 位 数 大 致 上 翻 售 : 另 一 方面 ,如 果 是 重 根 ,每 个 连续 的 近似 值 误差 是 前 一 个 
误差 的 一 小 部 分 。 为 了 使 上 述 性 质 描述 得 更 精确 ,可 以 通过 定义 收敛 阶 , 负 量 序列 的 收 伍 速 
度 。 


定义 2.5{( 收 敏 阶 ) 。 设 序列 |pj7o 收 敏 到 p ,而 旦 当 已 =p -六 时 ,说 m>0。 如 果 两 个 常量 
4zx#0 和 只 >0 存 在 ,而 且 : 





上 1 一 ms _4 _ 《19) 
mm | 疡 一 书 | na | 瑟 。 | 
则 序列 称 为 以 收 伍 阶 尺 收 笋 到 p。 数 4 称 为 渐进 误差 常数 。 当 只 = 1.2 的 情况 为 特殊 情 
涡 : 
如 果 中 = 1 , 则 称 序列 和 fp, 上 0 的 收 伍 性 为 线性 收敛 。 《20) 
如 果 灵 =2, 则 称 序列 jp,j > 的 收敛 性 为 二 次 收敛 。 (21) 


如 果 员 很 大 ,序列 | | 快速 收 伍 到 P; 也 就 是 说 ,关系 式 (19) 意 昧 着 对 于 一 个 较 大 的 值 " 
有 近似 值 [ 马 :1=41 瑟 1。 例如 , 设 玉 =2 且 1 瑟 1 <:10”, 则 |[ 玉 1=4x10-4。 


一 些 序列 的 收敛 率 不 是 整数 ,下 面倒 子 中 市 线 法 中 的 收 伍 阶 是 中 -= (1+V5)2 = 
1.618033989。 


例 2.14 { 单 根 的 二 次 收效 ) 有 从 六 = -24 开始 ,用 后 上 顿 拉夫 申 选 代表 多 项 式 
扰 i)=T -3x+2 的 根 户 = -2。 计 算 {pm 1 的 选 代 公式 是 ， 

2p4 | -2 

3px_-， -3 





站 = 有 Di)= 《22) 
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用 灵 -2 并 利用 公开 (19) 检 查 二 次 收效 可 得 到 四 2.5 中 的 值 。 
表 2.5 在 一 单 根 处 用 牛顿 法 收 敏 4 次 


























下 下 1 一 下 下 = 下 一 焉 1 下 了 

0 一 2.400000000 站 .3238095 寺 心 .400000000 由 .476190475 
] 一 2.076190475 日 .072594465 ,076190476 站 .619469086 
和 一 2.003596011 昌 ,D03587422 必 , D03S96011 口 .全 4202613 
3 一 2.000008589 0.000008589 .0000085898 

4 -2.000000000 站 ,000000000 0.000000000 





通过 更 详细 地 分 析 例 2.14 中 的 收 伍 速度 ,可 发 现 每 个 连续 闪 代 的 误差 是 前 一 个 退 代 误 关 
的 一 小 部 分 , 即 ; 
| 一 玉 41 1=41p- 正 上 
其 中 4=273。 为 了 检查 上 式 , 利 用 ， 
1p 一 5 =0.000008589 和 1pP - pz1 = 10.00359601112 =0.000012931 
而 且 容 易 看 到 : 


1p 二 pa1 = 0.000008589~0.000008621 -= 卫 |p- 户 昌 
例 2.15 (在 二 重 根 处 线性 收 敏 ) 了 从 =1.2 开 娩 , 用 牛 略 拉 夫 申 达 伐 求 多 项 起 
(zx]= 岂 -3xs+2 的 二 重 根 p= 1]。 
用 式 !20) 验 查 钱 性 疫 仇 ,可 得 到 表 2.5 中 的 慎 。 


可 以 发 现 ,牛顿 拉夫 申 法 收敛 到 二 重 根 ,但 收 敏 速 庶 慢 。Fm ) 的 值 趋 近 于 0 的 速度 比 
六 (pi) 的 值 要 快 ,因此 , 当 详 关 P 时 , 式 (4) 中 的 商 .F(m JP (am 有 定义 。 序 列 线性 收 伍 ,而 且 在 
每 次 近代 后 ,误差 以 12 的 比例 下 降 。 接 下 来 的 定理 总 结 了 牛顿 法 在 单 根 和 一重 根 上 的 性 能 。 


表 2.6 在 二 重 根 处 牛顿 法 线性 收 艇 




















并 用 下 +1 一 下 后 = 呈 一 下 [1 
| [号 | 

履 1.200000000 一 下 .006960697 一 心 .200000000 眉 .$15151515 
] 人.103030309 一 .10506793 唱 3 -1.109030303 日 .3 入 165253 
了 1.052356420 一 0 最 5955609 一 .052356420 人 ,496751115 
了 1.006400811 一 效 .013143081 一 0.02640081T 各 ,309875308 
4 1.013257730 一 中 .006614311 一 0.013257730 0U.501097775 
子 LO06043419 一 0.0033180 上 5 一 .006643419 站.300550003 
: : | : : 


定理 2.6({ 牛 顿 拉 夫 申 迁 代 的 收敛 速度 ) ” 设 牛顿 拉夫 申 选 代 产 生 的 序列 |p.j” 。, 收 伍 到 函数 
天 zz) 的 根 P。 如 果 P 是 单 根 , 则 是 二 次 收 敏 ,而 且 : 


1 共和 玉 PP，。 其 路 尾 够 大 (23) 
如 果 疡 是 阶 多 重 根 , 则 是 线性 收 全 ,而 且 ; 
1 已 = 世 于 1 到 |， 其 中 半 足够 大 (24) 
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2.4.4 缺陷 


被 零 除 的 错误 很 容易 预 抑 到 , 但 另 一 种 错误 则 不 是 那么 容易 被 发 现 。 设 有 函数 
天 xs) = 所 -4x+5, 则 由 式 (4) 生 成 的 实数 序列 |ps | 将 从 左 向 右 来 回 移动 ,不 会 收 伍 。 通 过 简单 
分 析 可 发 现 所 *) > 0, 且 无 实 很。 

有 时 初始 近似 值 pe 离 要 求 的 根 太 远 , 使 得 序列 | 记 | 收 敏 到 其 他 根 上 。 当 斜率 广 (po) 很 
小 ,而 且 曲 线 y = 扎 z) 的 切线 接近 尉 直 时 ,通常 会 发 生 这 种 情况 。 例 如 ,如 果 ALx) = cosfz) 而 
且 求 根 P = rw2, 从 me =3 开 始 ,计算 显示 书 = -4.01525255, pm = -4.85265757,…, 而 且 1 oj 将 
收 策 到 另 一 个 根 - 3r2。 - 4.71238898 。 

设 六 xz) 为 正 , 在 无 限 区 间 [a, m ] 内 单调 递减 ,和 而且 po > a, 则 序列 ips| 可 能 发 散 到 + m。 
合 如 ,如 果 .Asx) = ,而且 me=2.0, 则 ; 

Pi =4.0，pa = 5.333333333，… ，piy = 19.723549434，…- 
而 且 fpo4 缓慢 发 散 到 + om (如 图 2.15(a) 所 示 )。 这 个 特殊 的 函数 还 有 另 一 个 令 人 惊 这 的 问题 。 
当 * 变 大 时 , 扩 x) 的 值 迅速 趋 近 于 零 , 例 如 ,F(ps) =0.0000000536, 有 可 能 错误 地 将 pm 作为 
根 。 由 于 这 个 原因 ,需要 设计 程序 2.5 中 的 中 止 评定 条 件 ,其 中 包 禽 相对 误差 21 可 -六 册 
《1pe1+10 ”)。 当 天 = 五 时 ,相对 误 善 是 0.106817, 因 此 人 允许 误差 $ = 10-5 有 助 于 保证 不 会 产 
生 一 个 错误 的 根 。 





后 
4 











了 
1 
半 


人 
2 六 =4 两 昌 黄 


图 2.15(a) 求解 的 *) = 如一 的 牛顿 拉夫 申 迁 代 产生 高 散 序列 


尺 一 个 现象 是 循环 (eyeling), 当 序 列 !{ pij 中 的 项 趋 于 重复 或 基本 重复 时 ,会 发 生 这 种 现 
象 。 例 如 ,如 果 Ra)= 吧 ->-3, 而 且 初 始 近似 值 mw = 0, 则 序列 为 ; 

Di = -3.000000， 症 = -1.961538， 户 = - 1.147176， mm = -0.006579 

= -3.000389， 站 = -1.%1818， p = -1 147430， 

这 里 ,我们 陷 和 人 一 个 循环 中 , 即 当 mm 疡 时 ,有 上 并 =0,1,…( 如 图 2.15(b) 所 未 )。 但 如 果 
初始 值 mm 足够 逼近 根 p = 1.671699881, 则 序列 | mi| 收 和 化。 如 果 mm = 2, 则 序列 收 伍 为 :P = 
1.72727272 ,ps = 1.67369173 ,pa =【.671702570 和 p, = 1.671699881 。 

当 1& (Co)1z1 在 一 个 包含 根 p 的 区 间 内 时 ,有 可 能 发 生 离 散 振 落 。 例 如 , 设 FLx) = atan(z)， 
则 牛顿 拉夫 申 选 代 函 数 是 g(z) = zz- (1+ 和 Jarclan(x) 和 人 (z)= -2xarctan(z) 如 果 都 始 值 
po=1.45, 则 : 
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图 2.15{b) 求解 函数 所 zx) = 中 -x -3 的 牛顿 拉夫 申 渤 代 产 生 一 循环 序列 
Pi = 一 1.550263297,Pp， = 1.845931751 ,pi = 2.889109054 
依 此 类 推 ( 如 图 2.1$(e) 所 示 )}。 如 果 初 始 值 足够 通 近 根 p = 0, 则 可 得 到 一 个 收 伊 序列。 如 果 
Pn =0.5, 则 : 
珈 = -0.079559511, p。= 0.000335302, p。 = 0.000000000 








4=: arctant zy) 
图 2.15(e) 求解 函数 所 x) = aretan(x) 的 牛顿 拉夫 申 适 代 产 后 .一 离散 振荡 序列 


上 述 情况 表明 ,必须 按照 真实 情况 说 明 结果 :有 时 序列 不 会 收 伊 ,因为 并 不 可 能 在 w 次 迁 
代 后 总 能 找到 结果 。 当 求 根 算法 没有 找到 根 时 需要 发 出 警告 。 如 果 能 借助 于 其 他 与 问题 相关 
的 信息 , 则 找到 错误 根 的 可 能 性 会 威 少 。 有 时 Ax) 的 根 只 在 一 个 明确 的 区 间 内 有 意义 。 如 果 
可 以 了 解 画 数 的 行为 或 一 个 “精确 "的 图 形 , 则 可 以 更 加 容易 地 选择 pm。 


2.4.5 割 线 法 


在 牛顿 拉夫 申 算法 中 每 个 迭代 需要 计算 两 个 函数 ,的 pg_) 和 六 (mm )。 以 前 计算 基本 函 
数 的 导数 非常 费 功 夫 , 但 在 现代 计算 机 代数 软件 包 的 帮助 下 ,这 已 不 成 问题 。 还 有 许多 函数 具 
有 非 基 本 项 (累积 . 求 和 等 ), 因 此 需要 一 种 方法 , 它 与 牛顿 法 的 收 敏 速度 一 样 快 ,而 且 只 计算 
所 zh) ,不 计算 . 关 (*)。 割 线 法 每 步 只 计算 一 次 扎 z) ,六 用 在 单 根 上 的 收 伍 阶 丸 - 1.618033989。 
制 线 法 与 牛顿 法 差不多 一 样 快 ,牛顿 法 的 收敛 阶 为 2。 

割 线 法 包含 的 公式 与 坛 值 法 的 公式 一 样 ,只 是 在 关于 如 何 定义 每 个 后 续 项 的 逻辑 判定 上 
不 一 样 。 需 要 两 个 靠近 点 (p,0) 的 初始 点 (po, 扎 ps)) 和 (Pi ,7 )), 如 图 2.16 所 示 。 将 Pa 定 
义 为 经 过 两 个 初始 点 的 直线 与 * 轴 交 点 的 横 坐 标 , 则 园 2.16 显示 出 ,卢比 六 或 更 接近 p。 

与 pz ,pi 和 pe 相关 的 表示 斜率 的 方程 如 下 
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_ 大 Pi) -大 po) 


oh 

玉 z 一 卫 ! 
式 (25) 中 的 六 值 分 别 是 经 过 两 个 初始 点 的 割 线 的 斜率 和 经 过 (pi, 疙 Pi) 与 (pz :0) 的 直线 的 
斜率 。 设 式 {25) 中 两 式 的 右 拯 相等 ,并 求解 mm = gfp ,po) ,可 得 ， 


《23) 








( 昌 , 玫 车 ) 





二) 
图 2.16 利用 割 线 法 时 挛 的 几何 结构 
拨 PiiCpt- po) 


Pa =&(Ppo) = RD 一 72 (26) 
根据 两 点 选 代 会 式 可 得 到 一 般 项 为 ; 
PrL= 有 (pm = 正 - 帮 Petpe -Pi-U (27) 





起 Bi 一 起 下 
例 2.16[ 单 根 上 的 逢 线 法 ) 从 pg= -2.5 和 Pi = -2.4 开始, 利用 人 割 线 法 求 多 项 式 函 数 Ffx) 
= 入 -3x+2 的 根 p= -2。 
在 比例 中 ,迭代 公式 (27) 是 : 


《 -3p +2 人 pe 一 下) 


《28) 
到 一 px _i 一 3pr +3pk- 





瑟 + 二 吕 ( Pr ,Pi 三 囊 一 


可 进一步 化 简 为 : 
Piptl +Ppipt1 -2 


29》 
阿 十 Pr-i 二 下 -1 -3 





PE+l 二 有 (了 ,Pi 1 ) 二 
选 代 序列 如 表 2.7 所 示 。 
表 2.7 在 单 根 上 割 线 法 的 收 生 性 
































下 站 政 +1 一 下 王 = 三 ~ 共 1 

站 - 200000000 ,200000000 .600000000 卫 .3] 寺 15283] 
1 -2.400000000 必 .293401015 避 .400000000 0.469497765 
2 . 一 ,106598985 站.( 咯 3957473 站 . 106598985 和, 册 7290012 
3 -2.022641412 站 .0211303414 四 .022641412 日 .的 360089 刀 
| -2.001511098 品 .001488561 站 .001511098 ,825841116 
5 一 2.000022537 履 .000022515 00.000022537 D.727100987 
各 一 .DO0000022 ,000000022 ,000000022 

3 一 2.000000000 0.D000000000 口 ,.000000000 

割 线 法 和 牛顿 法 之 间 有 一 定 的 关系 。 对 于 多 项 式 函 数 FLx) ,如 果 用 可 ,= g(pm ,pi) 伐 


蔡 户 , 则 割 线 法 的 两 点 公式 m-, 可 归纳 为 牛顿 法 的 一 点 公式 mt = &[ 户 )。 事 实 上 ,如 果 在 式 


6 数值 方法 (MATLAB 版 ) 


(29) 中 用 mm ,替代 , 则 式 (29) 的 右边 与 例 2.14 中 式 (22) 的 右边 一 致 。 
有 关 割 线 法 收 敏 速度 的 证 明 可 参 克 更 详尽 的 数值 积分 教程 。 误 差 项 满足 关系 式 ， 


8 | PP) 0 
1 矶 sea 





这 里 收 伍 阶 妨 = (1+V5)/2。1.618, 而 且 式 (30) 中 的 关系 式 只 在 单 根 情 况 下 正确 。 


为 了 检验 上 述 关系 式 ,使 用 例 2.136 和 特定 值 : 
1p - p5| = 0.000022537 
1p - pf 全 =0.001511098!L62 = 0.000027296 


用 = 1-2720-21008 = (2/3)0 人 = 用.778351205 
结合 这 些 值 ,显然 : 
1pP -本 | =0.000022537=0.000021246 = 4 产 一 Pa 上 名 


2.4.6 加 速 收 伍 


《30) 


当 是 一 个 阶 根 时 ,需要 更 好 的 求 根 技术 以 获得 比 线性 收敛 更 快 的 速度 。 最 终结 果 显 


尔 ,通过 对 牛顿 法 进行 改进 ,可 使 其 在 重 根 情况 下 的 收 伍 阶 为 2。 


定理 2.7{( 牛 顿 拉 去 申 选 代 的 加 速 收 敏 】 ” 设 牛 顿 拉 夫 申 算法 产生 的 序列 线性 收敛 到 1 阶 根 * 


= 忆 ,其 中 戏 > 1。 则 牛顿 拉夫 申 选 代 公 式 ; 


辣 mm 
有 二 也 [pi 了 


将 产生 ~- 收敛 序列 {psj 了 二 次 收 伍 到 p。 
例 2.17 (二 重 根 情况 下 的 加 速 收 和 剑 ) 
所 g)= 呈 -35+2 的 二 重 根 亚 =1， 
由 于 于 =2, 加 速 公式 (317 变 成 ， 


Up 1 4 二 3p 1 一 本 
二 一 了 7 二 
二 冲 8 下 (pr 3 二 


这 样 可 得 到 表 2.8 中 的 值 。 
表 2.8 二 重 根 情况 下 的 加 速 收效 








(31) 


从 pe = 1.2 开始 ,使 用 加 速 牛顿 拉 夫 申 读 代 求 明 数 

















二 1 
大 疏 下 + 一 下 喇 = 忆 一 下 1 可 上 
必 1.200000000 一 口 .193939394 -0200000000 属 .151515150 
1 1.0060606006 一 履 .0060545t9 一 .006060606 人 .165718578 
了 1.000006037 -0D.00n006087 一 中 .00000608)? 
3 1.0O00000000 站 .000000000 .000000000 | 


表 2.9 对 各 种 求 根 方法 的 收 伍 速 度 进行 了 比较 ,其 中 各 个 方法 的 常量 4 是 不 ~- 样 的 。 
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表 2.9 收 敏 速度 的 比较 
方法 特殊 情况 连 钙 误 基 的 英 系 
. |- 
二 盆 法 及 。 = 寺 1 瑟 | 
二 代 法 囊 1 
割 线 法 重 根 下 1 一 由 1 五 | 
牛顿 拉 去 申 潜 重 根 囊 1 站 
割 线 东 单 根 吕 ;1s 册 | 政 旧 6 
牛顿 拉夫 申 法 单 根 届 m4| 奈 玫 
加 连 千 顿 拉 去 申 靶 重 根 机 1 和 站 | 可 
， 、- 、 (pe 1) 
程序 2.5( 牛 频 拉 夫 申 迁 代 】 使 用 科 始 近 似 什 ,利用 迁 代 式 mP = 可， - 总 本 ， 


5= 1,2,…， 计 算 通 数 ALx) =D 的 根 的 近似 值 





function [Boyerr,ky] = newkonf 上 ,af,p0,daelLtaepesiLonIaxdl ) 
~- 工 18 the obyject function input as 忌 StrinS "下 
at is the derjvative cE 上 input 昌 s 吕 BETiT“qE， 
站 昌 了 S 七 he 斌 共计 七 六 1 电站 PTOXILHISDT 七 各 己 er 已 研 下 
Qelta is 七 he tolerarce for DO 
epS1I1LOn 工 S 人 he toOLeance for the tunctien value y 


锡 InEnt 
生 


CUPUt 


本 二 师 邮 邮 地 六 六 


P1L= BO - fevaltEpOEevaltGt,P0); 


3nBaKL 守 B 七 he IaXKiTII TIUTTDGT 所 芋 空 切 后 开局 七 OTIS 


BO is the Newton - Rabhacn amRrOXiTnatrzeorn 七 口上 he zezo 
FE 工 呈 七 he erTOLT 辫 刀 timate 下 OF 噩 站 
基 卫 日 古 Pe TuUtrjeeT 心 在 世 后 T 七 OOm 宫 
7 ie the furction value ffPD) 
fcT 上 = TimaX1 


err= absfDpl -DO 
relerT=2#xerrabstpl)+ aeltali 


DO = PT 


昌 


y = fewval(t,pD) 
LE 《etrt< Gelta)|(relerr< deltaj|l(abs(y) < epsilon) ,break,end 


EnmC. 





程序 2.6( 惠 线 法 ) ”使 用 初始 近似 值 m 和 Pi, 利用 和 迭代 式 pm = 天 - 


所 本) 氏 本 一 记 - 
大 可 -天 让) 


于 


5 = 1,2,…，, 计 算 阔 数 护 x) = 0 的 根 的 近似 值 





functiocn [pl,err,kyr] = secantfE,p0,PL,delta ,epsilonymaxl》 

- 于 Sthe Object function intrut 8 Skingy tf' 

BD arid Pil are +he initjial apptroximations 七 O 立 zELz 
Qelta ie the toLerance far 总 1 
EDPSiLOn 8 tne LOLeramnce Eor the tanctiacmn walues 了 


对 TDBPU 


TIax1 15 the maximum mumbetr cf ierationg 


B1 is the Secant method approximation to the 2erc 





数值 方法 (MATLAB 版 ) 


鱼 一 上 全 让 FT 工 吕 上 站 全 人 TOI 号 号 上 mate oT 也 1 


多 -~ KIS he numbper of IEeratriorS 
备 -~- Yis the functicon value ffDp1) 


Eor 攻 = 1:maxl 

P23 = Bl1- fevaltt,pl)x(p1- poOJA[fevalft,p1) - ievalff,p0)); 

err = abgfp2 -D1) 

relerr=2+ertAabsfb2)+ Gelta)i 

BO = 了 P1i 

Bl = 了 2 

= fewvaLff,Pp1L); 

ift(erTr<aeltallfrelerr<Qeltallfabsfy) < epsion), break,end 
emnG 


2.4.7 ”牛顿 拉夫 申 法 和 割 线 法 的 练习 
对 于 某 些 需 要 计算 的 问题 ,可 借助 于 计算 器 或 计算 机 。 


1 . 


说 六 zy)= 和 好 -Y+2 

(ay 求 出 午 顿 拉夫 申 公 式 杨 =&(p)。 

(B) 从 和 = -1.5 开 始 , 求 Pi pa 悉 。 

设 六 xz)= 阅 -x-3 

《ay) 求 出 牛顿 拉夫 申 公 式 下 =8(P-i)n 

(b) 其 me =1.6 开 始 , 求 记 ,ps 秋 。 

《oj 从 pe =0.0 开 始 , 求 mp: ,ps 和 下。 从 这 个 序列 可 推测 出 什么 ? 


， 设 六 zy)={(z 一 2 


(a} 求 出 牛顿 拉夫 申 公式 记 =g(Cpi)。 

{b) 从 mm =2.1 开 始 , 求 ,mm,p 和 Ps 

(e) 序列 是 二 次 收 伍 还 是 线性 收敛? 

设 关 xz) = 妆 -37-2 

《a) 求 出 牛顿 拉夫 申 公 式 = g(Cp_)。 

(hb) 从 pg=2.1 开始 , 求 五 1，P2， 忆 3 和 4o 

《o 序列 是 二 次 收 敏 还 是 线性 收 敏 ? 

设 郴 数 As = cos(x) 

〈a 求 出 牛顿 拉夫 申 公式 政 二 ECpk-i ) 

《b) 为 了 求 根 户 = 3x/2, 是 否 可 采用 m =3? 为 什么 ? 

(e) 为 了 求 根 p = 3r/2, 是 否 可 采用 pe = 5? 为 什么 ? 

设 函 数 六 ws) = arctan(x) 

《aa 求 出 牛顿 拉夫 申 公 式 有 = 可 (BT 

(hb) 如 果 Po = 1.0, 则 求 户 ,Pa,p 和 疡 。lim，。m 是 什么 ? 
《e) 如 果 po =2.0, 则 求 pm pz,p 和 闸 。lim 六 是 什么 ? 
设 函 数 FLx) = xe 

(a) 求 出 牛顿 拉夫 申 公 式 详 = g( 可 )。 
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(b) 如 果 疡 0 =0.2, 则 求 天 Da 和 Po lim oo。 是 什么 ? 

(ec) 如 果 m =2, 则 求 PPmyps 和 六 。linu- 玉 是 什么 ? 

《de 中 的 AP) 的 值 是 多 少 ? 

在 练习 8 到 练习 10 中 .利用 割 线 法 和 式 (27) 计 算 接 下 来 的 两 个 选 代 记 和 户 。 


8，、 设 j = 寻 -2x-1, 初 始 近似 值 nm =2.6,m =2.5。 


设 Fo =-x-3, 初 始 近 似 值 pn=1.7,pi=1.67。 


. 设 .= 妇 -x+2, 初 始 近 似 值 nm = -1.5,p = -1.52。 
. 立方 根 算法 ( Cube - root algorithm) 。 困 数 为 Kx) = 吧 -4。 人 很 定 4 是 任意 实数 ,推导 
递归 公式 ， 
计 = 2 ， 下 1,2，… 
. 设 太 xi)= 友 -4 这 里 站 是 正 整 数 


《a) 对 于 不 同 的 W 和 4 ,方程 起 x) =0 的 实数 解 是 什么 ? 
{b) 推 导 寻 找 4 的 第 # 个 根 的 递归 公式 : 
站 -1)p +4APA-1 
可 里 





下 二 1 2， 


. 如 果 扎 xz) = 和 妈 -14z+50, 能 知 用 牛顿 拉夫 申 选 代 求解 zz) = 09 为 什么 ? 
.如果 六 sx) = 2 ,能 否 用 牛顿 拉夫 申 渤 代 求 解 As) = 09 为 什么 ? 
. 如 果 天 sz) = (xs -3)2 ,而且 初始 值 pm = 4, 能 否 用 牛顿 拉夫 申 选 代 求解 Kx) = 0? 为 


什么 ? 


. 试 推导 出 (10) 中 序列 的 极限 。 
. 证 明 吓 理 2.5 的 式 (4) 中 的 序列 {pe| 收 伍 到 p ,使 用 如 下 步 又 。 





(a) 证 明 如 果 疡 是 式 (5) 中 gx) 的 固定 点 , 则 是 Fx) 的 零点 。 
(b) 如 果 p 是 护 扣 的 零点 而 且 P(p) 关 0, 证 明 中 (p) =0。 利 用 这 个 结论 和 定理 2.3， 
证 明 式 (4) 中 的 序列 | 严 上 } 收 策 到 p。 


. 证 明定 理 2.6 中 的 式 (23)。 使 用 如 下 步 又。 根据 定理 1.11, 在 * = m 处 展开 ftx) 得 


到 
FaOD= Fr+ 广 (0z-po+ 本 fr(eo(z -pi 
由 于 是/(z) 的 零点 , 设 * = p 可 得 到 : 
0=7pD)+F(PDCP-m)+P(Cco)(p 一 Po 


(a) 假设 对 于 靠近 根 P 的 所 有 x+ 有 (xz) 关 0。 利 用 上 述 事实 和 A() 关 0 证 明 ， 
大 mi) 一 产 fer) 
PPm+ 产 (= 好 [一 
(二 设 .Ac 和 . 产 (z) 变 化 的 速度 不 快 ,所 以 可 用 近似 草 产 做 (p) 和 产 (es)= 
产 (p)o 利 用 (aa 可 得 到 : 





一 产 (Pp) 
卫 < 27p) 亚 ， 


一 


20， 


2 


一 


22， 


2 


Mo 


2.4.8 


9.、 


数 慎 方法 (MATJTAB 版 )》 


设 4 为 正 实数 。 
(a) 证 明 4 可 表达 为 4= gx2”, 其 中 14<9<l, 且 mm 为 整数 。 
(b) 利用 {a) 证 明 平方 根 是 42 = 9 x2"。 注 :让 m=(2g+1)03, 其 中 114<g<1, 并 
利用 牛顿 法 的 式 (11)。 经 过 三 合适 代 ,m 是 92 的 近似 值 ,精度 为 二 进 制 小 数 点 后 让 
位 。 这 是 计算 机 硬件 计算 平方 根 的 常用 算法 。 
《ai 证 明 制 线 法 的 式 (27) 在 算术 上 等 价 于 : 
PFC 

天 DT 

《b) 试 解释 为 什么 上 式 中 减法 导致 精度 丧失 ,使 得 此 式 在 数值 计算 上 不 如 式 (27)。 





. 设 P 是 函数 Ax) =0 的 根 ,p 的 阶 好 =2。 证 明 加 速 牛顿 拉 夫 申 迁 代 ; 


加 2 天 可- 
正二 下 -1 7 愉 p 


二 次 收敛 (参见 练习 题 18)。 
哈雷 法 (Halley"s method) 是 加 速 牛顿 法 收 伍 的 另 一 个 途径 。 哈 雷 (Halley) 迁 代 公式 是 ， 


RD 1 Re) 
名 (5 = 于 疡 滞 2 光 | 


括号 中 的 项 是 对 牛顿 拉 天 申 公 趟 的 疏远。 哈雷 法 在 扰 x) 的 单 根 情况 下 可 达到 三 次 收 
襄 ( 玉 =3)。 

(a) 设 函 数 护 x) = 关 -4, 试 求 出 哈雷 选 代 公式 gfxz) ,以便 求解 v4。 用 mm =2 来 近 
似 /5, 并 计算 珊 , 户 和 产 。 

《hb) 设 函 数 湖 z) = -3x +2, 求 哈雷 迭代 公式 gtxz)。 利 用 m = -2.4 计 算 由 ,mm 和 ms 





. 用 于 重 根 情 况 的 改进 牛顿 拉夫 申 法 。 如 果 间 是 对 阶 重 根 , 则 产 *)}= (xz -p) 汪 gz)， 


其 中 gr(p) 0。 
《al 证 明 54sz = 天 zz) 在 器 处 有 单 报 。 
(D) 证 明 当 用 牛顿 拉夫 申 法 求 Kx) 的 根 时 ,g(s) = x _ (xz) /大 52) 变 成 ， 
名 此 

S(z)=xTFC 和 je 
(@) (b) 中 利用 g(x) 的 选 代 二 次 收 伍 到 p ,解释 为 何 发 生 这 种 情况 。 
(d) 0 是 函数 护 z) = sin( zz) 的 三 重 根 。 从 mm = 工 开始 ,利用 改进 牛顿 拉夫 申 法 计算 
呈 1， 站 2 和 pa。 





. 设 一 求解 F(z) = 0 的 选 代 方法 产生 如 下 四 个 连续 误差 项 (参见 例 2.11); 尼 - 


0.400000, 5 = 0.043797 , 瑟 : = 0.000062 和 局 = 0.000000。 和 估算 由 选 代 法 生成 的 渐进 
误 益 常数 4 和 序列 的 收 化 阶 鼠 。 


算法 和 程序 


修改 程序 2.$ 和 程序 2.6, 使 得 程序 在 下 殉情 况 下 能 够 适当 地 显示 错误 信息 ， 
(i) 在 式 (4) 或 式 (27) 中 分 别 发 生 被 零 除 的 情况 。 
6ii) 超过 人 迭代 次 数 maxl。 
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2， 显示 由 式 (4) 和 式 (27) 生 成 的 序列 中 的 项 ,通常 上 共有 启发 性 (如 表 2.4 中 的 第 二 列 )。 
修改 程序 2.5 和 程序 2.6, 使 其 能 够 分 别 显 示 由 式 (4) 和 式 (27) 生 成 的 序列 。 

3. 利用 牛 额 平方 根 算法 修改 程序 2.5,. 并 用 其 近似 计算 下 列 每 个 平方 根 到 小 数 点 后 10 
位 。 
{a) po =3, 求 /8 的 近似 值 。 
(b) m = 10, 求 “82 的 近似 值 。 
(ec)] po = -3, 求 -Y8 的 近似 值 ， 

4， 用 练习 11 中 的 立方 根 算法 修改 程序 2.5, 并 用 其 近似 计算 下 列 每 个 立方 根 到 小 数 点 
后 10 位 。 
《aj) po =2, 求 的 近似 值 。 
(b) po =6, 求 2002 的 近 亿 值 。 
tc mm = -2, 求 (- 7 和) 的 近似 信 。 

5， 利用 定理 2.7 中 的 加 速 牛顿 拉夫 申 算法 修改 程序 2.5, 并 用 其 求 下 列 函 数 的 好 阶 根 p 


的 近似 值 。 
(ay FzJ)=(z-2 六 时 =5,p=2 初始 值 m = 1。 
(b) 所 s)=sinfe) ,有 =3,p=0 初始 值 pe = 1。 


(oj FF)=fz-l)nx) 性 =2:p=1 初始 值 pe = 2。 
6， 利用 练习 22 中 的 哈雷 法 修改 程序 2.5, 并 用 其 求解 函数 Flz) = -3r+2 的 单 根 
pe= 一 2.4。 
7， 设 投射 体 的 运动 方程 为 ， 
7= 上 所 站 =9600(1-e 征 ) -480: 
xY=rfi=240001-e 是 ) 
《a) 求 当 撞击 地 和 面 时 经 过 的 时 间 ,精确 到 小 数 点 后 10 位 。 
(hb) 求 水 平 飞行 路 程 ,精确 到 小 数 点 后 10 位 。 
8 (al) 求 最 接近 点 (3,1) 的 所 物 线 y = *” 上 的 点 ,精确 到 小 数 点 后 10 位 。 
《Db) 求 最 接近 点 (2.1,0.3) 的 曲线 函数 7 = sm(z - sin(z)) 上 的 点 ,精确 到 小 数 点 后 区 位 。 
(e) 求 曲 线 函 数 六 xz) = 空 +2 与 邮 线 函数 g(x) = (25) -sin(z) 之 间 的 最 小 垂直 申 
离 处 的 * 值 ,精确 到 小 数 点 后 10 位 。 
9 一 个 向 口 盒 由 10 x 16 英寸 的 长 方形 金属 片 构成 。 如 果 要 求 盒子 的 容积 为 100 立方 英 
才 , 则 需要 从 合子 的 边 角 处 砍 去 老大 尺寸 的 正方 形 (精确 到 0.000000001 英寸 ) 。 
10. 巧 链 线 由 悬挂 的 绳索 构成 。 设 最 低 点 为 (0,0) , 则 基 链 线 的 公式 为 了 = Ceosk(xyC) - C， 
为 确定 经 过 ( + e ,下 的 悬 链 线 , 需 要 求解 方程 = CeospfarCc) -也 得 到 C。 
《a) 证 明 经 过 ( + 10,6) 的 悬 链 线 上 7 = 9.1889cos 天 (xz79.1889) -9.1889。 
(b) 求解 经 过 ( + 12,5) 的 悬 链 线 。 


2.5 Aitken 过 程 、Steffensen 法 和 Muller 法 (可 选 ) 


在 2.4 节 中 ,可 看 到 在 重 根 情况 下 ,牛顿 法 收敛 很 慢 ,而 且 选 代 序列 ;m | 是 线性 收 伍 。 定 
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理 2.7 显示 了 如 和 何 加 速 收 伍 ,但 需要 预先 知道 根 的 阶 。 
2.5.1 Altken 过 程 
一 种 称 为 Aitken's 4: 过 程 的 荡 术 可 加 速 任 何 线性 收敛 的 序列 。 为 此 ,有 如 下 定义 : 


定 兴 2.6 设 有 序列 |p, 上 ”0 ,用 如 下 表达 式 定义 前 向 微分 Ap',: 
Ap = 了 tl- Pr 开演 站 《1 
高 阶 Ap, 可 递归 定义 为 ， 
Ap = AI(Apo) 天 尖 2 {2) 
定理 2.8(Aitken 加 速 ) 设 序 列 jp, 睛 ,线性 收 令 到 极限 p ,而 且 对 所 有 nm 关 0, 有 p -六 天 0。 
如 果 存 在 实数 4, 且 141< |, 满足: 





了 = (3) 
则 定 尽 为 : 
_ (和 如.) (pi ,和 
和 一 和 NE (4) 


的 序列 | 9， ”0 收 敏 到 p, 且 比 jm1 快 ,而 且 ; 
世 一 邓 
喇 一 疡 

证 明 : 下 面 将 证 明 如 果 得 到 式 (4) ,并 把 对 式 ($) 的 证 明 作 为 练习 。 由 于 式 (3) 中 的 项 是 通 
近 一 个 极限 ,可 写成 ， 


]im 


了 一 吉 


-0 (5) 











了 一 一 疡 中 上 
pp 4 和 5 其 中 是 够 大 (6) 
则 根据 式 (6) 中 的 关系 式 可 得 到 : 
(了 一 Pr (一 一 可 ) (7) 
当 展 开 起 (7) 的 两 边 并 消除 壮 , 可 得 到 ; 
镍 _ 了 
pm-B cp Per -g， 屎 二 个 ,1 … (8) 


只 +2 一 2pn+1 十 疡 
用 式 (8) 来 定义 项 g。 可 重新 对 其 变换 得 到 式 (4) ,使 得 用 计算 机 计算 时 可 得 到 更 小 的 误 
差 传播 。 


例 2.18 证 明 例 2.2 中 的 序列 [pi 是 线性 收效 。 同 时 证 明 由 Aitken's 各 过 程 得 到 的 序列 
19,! 收 化 得 更 快 。 


使 用 函数 g(x)=e ,从 po=0.5 开 始 , 通 过 固定 点 选 代 可 得 到 序列 jp | 。 收 北 后 的 松 限 
为 p 和 9 的 值 如 表 2.10 和 表 2.11 所 示 。 例 如 ,9| 的 慎 的 计算 过 程 如 下 ， 





_ (Pa 一 六 了 
全 下 
__ 了 
=0.606530660 _《 二 0.061291448) ”_0 567298989 





四 .093755331 
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表 2. 旬 线性 收 敏 床 列 jp | 
严 " 
丽 上 入 宇 万 nm 一 克 也 = 瓦 1 
] 0.006530DOU 再 ,039387369 一 .5866160608 
2 人 ,到 35239212 一 站 .有 219040 哆 一 避 .556119357 
3 0.579703095 0.012559805 -1 .573400269 
4 0.560064628 一 们 .007078663 -0.563596551 
5 站 .SS71172149 0,O04028859 一 申 .3689155345 
白 | 0.564862947 一 站 .DOD2280343 一 日.56065002 科 1 
表 2. 了 1 用 Aitken 过 程 得 到 的 序列 1 .| 

如 @n 人 一 严 

1 0.567298989 0.000155699 

2 站 .567193142 0.000049852 

他 0.567159364 D.OOn01L6074 

了 0.567148453 0.000005163 

5 0.567144952 0.000001662 

E 0.567143825 0.000000534 











尽管 表 2.11 中 的 序列 | g. ;为 线性 收 敏 ,根据 定理 2.8, 它 比 ;1p 收敛 得 快 。 而 通常 Aitken 
方法 改进 后 收 伍 速度 更 快 。 把 团 定 点 选 代 和 Aitken 过 程 结合 起 来 的 方法 称 为 Steffensen 加 速 ， 
这 在 程序 2.7 和 练习 中 有 更 详细 的 描述 。 


3 一 Ap 


人 RD 






| 








| 
本 呈 妨 古 、 
1 一 六 
图 2.17 采用 Muller 落 的 者 始 近似 值 m,pm 和 户 , 以 及 差分 向 和 四 


2.5.2 Muller 法 


由 于 Muller 法 不 需要 计算 函数 的 导数 ,可 把 Muller 法 看 成 割 线 法 的 广义 形式 。Muller 法 是 
一 种 选 代 方 法 ,需要 三 个 初始 点 (po , 尖 p)) (Pi 大 六) 和 (a,Ap))。 构 造 一 条 抛物 线 经 过 
这 三 点 ,然后 利用 二 次 函数 求 下 一 个 近似 值 的 二 次 根 。 可 以 证 明 当 接近 一 个 单 根 时 , Muller 法 
比 割 线 法 收 伍 得 快 ,而 且 基本 上 与 牛顿 法 一 梓 快 。 此 方法 可 用 来 求 函 数 的 实数 零点 和 复数 堆 
点 ,而 且 可 用 于 为 复杂 的 算式 编制 程序 。 

不 失 一 般 性 , 设 户 是 根 的 最 佳 近似 值 ,并 设 一 个 搜 物 线 经 过 3 个 初始 点 ,如 图 2.17 所 示 。 
政变 变量 : 
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上 三 对 一 王 > (9) 
使 用 差分 为 ; 
io = po 一 本 和 如 = 一 (10) 
设 包 含 变 基 上 的 二 次 多 项 式 为 : 
y=a2 二 认 +ec (11) 
根据 每 一 点 可 得 到 一 个 包 售 .2 种 e 的 方程 : 
当 上 = 知 : ap + 号 o+Te= 万 
妆 寺 = 殉 : ?+ 陋 ; Te= 态 【12) 
当 上 =0: ao*+a0+c= 户 
从 式 (12) 中 的 第 三 个 方程 ,可 看 到 ; 
2= 疡 《13) 


将 式 413) 代 人 式 (12) 中 的 前 两 个 方程 ,并 利用 定 尽 ee = 态 - ec 和 e = 万-e, 可 得 到 线性 方程 组 ; 
ai + 且 = 太 -ec=en， 
oa 有 + 于; = 有 户 -e=e， (4) 
求解 线性 方程 组 可 得 ， 
站 eo 玉 | 一 el 吕 0 
互 矶 0- 帮 天 
el 船 一 eo 肛 
六 Rao 一 天 o 
下 列 二 次 式 用 来 求解 式 (11) 的 根 = 2 ,2 
7- 一 2e 
+W 好 -4ac 
式 (16) 等 价 于 求 二 次 根 的 标准 公式 ,而 且 由 于 ce= 卢 , 所 以 它 的 情况 更 好 。 
为 了 区 保 方法 的 稳定 性 ,需要 选择 式 {(16) 中 绝对 值 最 小 的 很 。 如 果 上 > 0, 使 用 带 正 号 的 
根 ; 如 果 5<0, 使 用 带 负 导 的 根 。 则 六 如 图 2.17 所 示 , 表示 为 ; 
Pa =Pz 十 了 (17) 
为 了 更 新 迭代 ,需要 从 ja,P ,pz| 中 选择 最 车 近 户 的 两 点 为 新 的 pp 和 吓 ( 即 放弃 离 下 
最 远 的 一 点 )。 然 后 使 用 新 的 六 车 代 严 。 尽 管 在 Muller 法 中 有 许多 辅助 计算 ,但 它 每 个 迭代 
只 需要 计算 一 个 冰 数 。 
如 果 利 用 Muller 法 求 方程 FLx) =0 的 实数 根 ,可 能 会 磋 到 复数 近似 值 ,因为 式 (16) 中 的 平 
方 根 可 能 是 复数 ( 虚 部 不 为 零 )。 在 这 些 情况 下 , 部 很 小 ,可 设 为 零 , 以 便 只 需 对 实数 进行 计 
算 。 


2.5.3 方法 之 问 的 比较 


Steffensen 法 可 与 牛顿 拉 去 申 固 定点 函数 gfx) =x -FF 一 起 使 用 。 在 下 面 的 两 
个 例子 中 ,对 多 项 式 FLz) = 翌 -3x+2 求 根 。 午 顿 拉 夫 申 函数 是 g(x) = (2o -2)1(3z2 3)。 
当 在 程序 2.7 中 使 用 这 个 画 数 ,可 得 到 在 表 2.12 各 2.13 中 * 钳 合 牛顿 法 的 Steffensen 法 " 标 
题 下 的 计算 结果 。 例 如 ,从 mm = -2.4 开 始 ,通过 计算 可 得 ; 


【15) 


《161 
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表 2. 检 比较 靠近 单 根 处 不 同方 法 的 收效 性 
一 -~ -~ 
- 结 人 台 牛 顿 法 的 

天 制 线 法 Muller 法 牛顿 法 Su 导 
站 一 >.OO0OODO0D000 一 2.600000000 -2.400000000 一 2.400000000 
1 -2.400000000 一 2.300000000 -2.076190476 一 2.0O01M476 
的 一 .106598085 一 2.400000000 -2.003596011 一 2.003596011 
3 1 一 2.022641412 一 【1. 吕 5275287 .OOOOUD8589 一 .902618143 
寻 一 2.00151109g 一 000334062 -2.000000000D 一 2.000204982 
5 一 2.000022537 一 2.DOOODO0218 -2.000000028 
吾 一 2.000000022 一 2.000000000 一 2.000002389 
了 一 .0O00000000 | -2.000000000 


Di = 有 po)= 一 2.076190476 
Pz=&(m)= -2.003596011 
则 通过 Aitken 法 可 得 mm = - 1.982618143。 


例 2.19( 人 靠近 单 根 处 的 收 敏 性 } 
进行 比较 。 


当 函 数 几 x)= 生 -35+2 靠 近 单 根 p= -2 处 ,对 各 种 方法 


求 此 函数 根 的 牛顿 法 和 割 线 法 ,分 别 如 例 2.14 和 例 2.16 所 示 。 表 2.12 对 不 同方 法 的 计 


算 结 果 进 行 了 总 结 。 
例 2.20( 靠 近 二 重 根 处 的 收 生 性 ) 


法 进行 比较 。 胡 2.13 给 出 来 各 种 计算 结果 的 汇总 。 

牛顿 法 是 求解 单 根 的 最 好 选择 (如 表 2.12 所 示 )。 对 于 二 重 根 情 况 , Maller 法 或 结合 牛顿 
拉夫 申 公式 的 Steffensen 法 是 好 的 选择 (如 表 2.13 所 示 )。 需 要 注意 当 序列 | 记 j 收 敛 时 ,在 Ait 
ken 加 速 式 (4) 中 可 能 发 生 被 零 除 的 情况 。 在 这 种 情况 下 ,最 后 计算 出 的 近似 值 可 作为 函数 堆 


当 函 裁 Ax)= 和 妇 -3x+2 语 近 二 重 根 户 =I 处 ,对 各 种 方 





点 的 近似 值 。 
表 2.13 比较 靠近 二 重 根 处 不 同方 法 的 收效 性 

结合 牛顿 法 的 
上 割 线 法 Mule 法 牛顿 法 Seaen 法 
0 1.400000000 1.400000000 1.200000000 1.200000000 
1 1.200000000 1.300000000 1.103030303 1.103030903 
2 1.138461538 1.200000000 1 .的 2356417 1.052356417 
3 1.083873738 1.008076923 1.026400814 0.996890433 
4 1.053093854 1.003838922 1.013257734 0.998446023 
S 1.092853156 1,000027140 1.006643418 0.999223213 
6 1.020429426 0.999997914 ]1.003325375 0.9999991 呈 
了 1.012648627 0.999999747 1.001663607 10.999999597 
8 1.007832124 1.000000000 1.000832034 0,.999999798 
9 1.004844757 1.000416075 0.999999999 














| | 了 
在 下 面 的 程序 中 ,由 结合 牛顿 拉夫 申 公式 的 Steffensen 法 生成 的 序列 1 pe 存储 在 矩阵 
中 , 挎 阵 中 有 max 行 和 3 列 。 人 的 第 一 列 包含 根 的 初始 近似 值 六 它 由 Aitken 加 速 法 (公式 
《4)) 生 成 的 项 pa ,mp 和 的 第 二 列 和 第 三 列 和 包含 由 生 顿 法 生成 的 项 。 程 序 的 停止 
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兰 别 条 件 是 基于 & 的 第 一 列 中 的 连续 项 的 差 值 。 





程序 2.7(Steffensen 加 速 法 } ”给 定 初 始 近似 值 m ,快速 寻找 国定 点 方程 x = g(x) 的 
解 ,假设 g(x) 和 站 (*) 是 连续 的 ,而 且 1g (xs)1<1 ,通常 的 固定 点 针 代 缓慢 (线性 ) 收 仿 到 p 





function [PR] = steffft,af,Pp0O,deltayepsilorn,maxl) 

和 Input ~ 王 i8the object fanction input as 到 SETID9" 芋 * 

对 -df isthe aerivative of input as 已 Stringd af” 

名 一 瑟 时 呈 上 he mitLIialL apPEOXIEmBLiIOn 二 人 Zetc of 工 

多 一 回合] 二 工 3 二 ae ELGrance for DB0 

和 - BRSI1Lon 并 3 he 上 olerarce for 上 二 he functiorm values yy 
和 一 InaX] S 二 he maXiTrm nurmber of erations 

村 CutPL 一 加 3 上 De SefEEenSsenmn apPIOZinmaticn 上 oo 十 Re zero 

和 一 总 S he matzriX Containing the 8Leffensen Seauence 


告 TD 七 让 七 he imat 工 1X 及 
有 只 = zeroslmaxz1 3) 


Rf1L,17 = P0; 
Eer X= 1:maxl 
tcor 了 = 2 :3 


多 DeTmermIDator in Jewton ~- Fabhbscn methed is calculated 
Treodencom= fewvalfdat,Rfk,j 17); 


针 Caleculatre Hevwtecn ~- Raphecon appFOx:matiocrSs 
It mraqaerctn = = 
aivision bw zero in Mewtorn - Raphacon method* 
break 
[= 
R(CK, = R(k,j-1) - fevalff,R(K,j-1))nrdencom 
ET - 


名 Denermjinator in 六 让 Kem"S CCelLeration Precess Caleulatea 
aadqernGm= RKK:3 了 3) 一 关 有 RCK 2)7 RE IT)3 


向 CalCUTatre 下 证 em S CeeTeratiom 二 让 TOILTTG LOTIS 
E aaqenctm = = 站 
"division DYy Zero im 立 让 ken7S MACCeleration 
Te 扣 aX 
它 ] 呈 人 
R(K+1,1)》 = R(K,1) - (R(k,2)-RCKTL)Jr2paadenaormi 
end 


ED 马 


多 PIG Pregram if Qiviaiocon hy zero Geeurreg 
if (nrdencom= =0)l(aaqdenom= =0) 

及 eax 
en 


等 SEOPPiDng SeYiteria re evraluated 

erTr = abs(R(K,1) ~-ROc+1,1y; 

zelert = SrFAabstR(K+I,1L)) +aeIta)y 

立 = fevalff,RfKk+T,L)); 

ifF (err< deltajifrexerr < aeltalify< epsilon) 
入 六 amd the TattixeQare determined 
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=RIK+1 ,17 
总 = RIL:K+ 1 
也 工 Eaa 攻 
ED 
eTI 丢 
EDQ 





程序 2.8(Muler 法 )} 给 定 兰 个 初始 近似 值 poPpi 和 厂 > , 求 方程 Fi) = 妖 的 根 





funetion [py,etrr]= mmlLler(ft;,P0O,P1,P2，Gelta epsiLonymax1)》 


向 TDRPTU 七 -上 is the chbject function nput 二 S 悍 STin 可 “ 开 

第 一 BO0,pP1,ardG Pa are the jnitial apPpYOXirationmS 

争 一 电 E]ta 工 引 臣 he 七 LeIance ior POPL,anad D2 

争 - SFSBILon the the tolerance for the function ValueES Y 
和 ~ TBaX1L 工 昌 七 下台 IT 站 其 1 DUOEF 口 在 工 七 名 上 品 七 于 总 了 与 

宙 昌 UEPUE 一 卫 并 七 ME Me 所 PRIOXIImatIDIL 七 口 he zero of 工 

千 -~Y is the furncticn valuey=Efp) 

争 - erT 1IS the error 1 the abppoOximatricon of 间 。 


对 InitalLize the mattrices P amna Y 
B= [PO pLI P2ji 
立 = 上 eraltE,P) 
名 Paleulate 中 anq 了 ph in formula (151》 
for 二 1:ImaX1 
ho = P(1) ~ B(3)ht=P(2)-P(3)3eo=Y1) -TY3)3el=Yf2)-Y3)3c=Y3)》， 
derncm= hl1# 上 ha2 -Phoxrht 2i 
a=(e0xthl-elxholdaenom 
b= (e+*ho2 -e0x*hl yaenornmr 
害 SURRTESS ay CO] exX 工 OO 上品 
了 芋 芭 人 一 条 站 站 基尼 > 昌 
disc= Sqrktfp2 一 和 4xa 总 ]i 


[1 
Qisc =D; 
enO 
村 Find the smallest toot off17) 
IEb< 
Qisc= -也 isci 
emQq 
zZ= -2Zxerp+aec)i 
媚 = 了 3 + 


入 SOTt +he entTries Of P to Eind t+he two Cosest 七 吕 书 
1 abstPp- FI2))<absfp- Bf17 
Q=iP(2) PR(L) PC3) 
了 = 忆 
Y= fevalft,P); 
emd 
if abstp-P(3) 门 <absfpp- BC27) 
R= [P(1) P(3) P(2)]; 
下 一 及; 
了 = fevalff,P) 
et 二 
和 RepPIiace 上 the entzy DEF 了 上 hat Was farthegst from BR with 品 


2.5.4 


1 ， 
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EC3 = 了 

Y3) = fevalft,pf37) 

Y 一 人 3) - 

争 DetetmIne Stopping crTeerIa 

erI = absfz)i 

Telerr = erYAfabafD) +Qelta)3 

if 《err<delte)|lxTelerr<aeltalfabstyy< ebsilon) 
PreaIK 

em 志 

en 


Aitken 法 、Steffensen 法 和 Muller 法 的 练习 


求 Ap, ,其 中 : 

(alj 忆 = 《b)p。=6n+2 (cjp = mana+l) 
设 m =22+1, 求 Atp, ,其 中 ， | 
《aj 关 一 了 《hb) =3 《ce) 下 = 才 


设 记 = 1/2" ,证 明 对 所 有 m 有 4@ =0, 其 中 9 由 式 (4) 给 出 。 
设 记 = la, 证 明 对 所 有 普 有 4 = 1M(2n+2) ,而 且 收 敏 性 基本 没有 加 速 。 是 否 |p ,| 线 
性 收 敏 到 0? 为 什么 ? 

设 mm = 1(2" - 1) ,证 明 对 所 有 am ,有 @ =1(4"1 -1)。 

序列 术 = (4 + 4 “)》 线性 收敛 到 0。 利 用 Aitken 公式 (4) 求 fg 和 9 从 而 加 速 收 敛 。 




















下 PP 各 

人 0 和 一 .260437542 
] 间 -23529412 

2 0 06225681 

了 心 .01562119 

才 0.00390619 

站 .0009765 


， 欠 Pm=2.5 开 始 ,使 用 函数 gf(x) = (6+x*)2, 由 固定 点 迭代 生成 的 序列 | m | 线性 收 伍 


到 5=3。 利 用 itken 公式 (4) 求 解 mo 和 9 ,从 而 加 速 收敛 。 


， 其 m=3. 季 开始 ,使 用 函数 gf(x) =In(x) +2, 由 固定 点 选 代 生 成 的 序列 | } 线 性 收 


伍 到 ss3.1419322。 利用 aitken 公式 (4) 求 解 企 ] 如 2 和 好 3 ,从 而 加 速 收 敏 。 

对 于 方程 oe(x) - 1 =0, 牛 顿 拉 夫 申 函数 是 g(z)=x*- (1-eos(y]j/sinfw)= xy- 
tanfxzf2)。 从 Po = 站 .5 开始 ,利用 结合 Stx) 的 Steffensen 法 ,求解 户 ] ， 下 2 和 pa, 再 求解 
4， 瑟 5 和 pm。 


， Aitken 法 可 用 来 加 速 序列 的 收 伍 人 性。 如果 序列 的 第 ” 个 部 分 和 是 ， 


S。= 4， 
证 明 利 用 Aitkeen 法 导出 的 序列 为 ， 
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在 练习 1T1 到 练习 14 中 ,利用 Aitken 法 和 练习 10 的 结果 加 速 序列 的 收敛 。 
11. 83， = > (0.99》 


15. 利用 Muller 法 求 方程 /ss = 呈 -x -2 的 报 。 从 m=1.0,m =12 和 疡 =1.4 开 始 ， 
求 Pi,p4 和 P59 

16. 利用 Muler 法 求 方程 少 z)J) =4 喧 -~-e 的 根 。 从 加 =4.0,pP =4.1 和 ps =4.2 开 始 , 求 
3 ， 了 4 和 ps。 

17. 设 |p。| 和 1{1 和 上 是 任意 两 个 实数 序列 。 证 明 ， 
(a) 和 (Ps + = 辣 p。 + 全 g 
(by 和 (pngs) = Put 和 Ag + 朱 Ap 

]. 对 式 (8) 右 边 增加 项 疡 ,> 和 - Ps 证 明 下 列 公式 与 其 等 价 。 


《Pa 一 | 
一 2ZPnyi 十 。 


19, 设 和 送 代 过 程 中 的 误差 满足 关系 式 及 ,, = 三 , ,其 中 辩 是 某 个 常量 ,而 且 1&I< 1。 
{a) 求 的 表达 式 , 其 中 包含 机 , 玉 和 mn 
(bp) 求 最 小 整数 六 的 表达 式 , 清 足 1r <10”3。 


2.5.,5 算法 和 程序 


. 利用 Steffensen 法 ,初始 近似 值 pe =0.5, 求 解 Kxz) = -sin(x) 的 截 点 近似 值 , 精 确 到 
小 数 点 后 10 位 。 

. 利用 Steffensen 法 ,初始 近似 值 pe =0.5, 求 解 Fr) = sin( 叶 ) 的 最 接近 0.5 的 零点 近似 
值 , 精 确 到 小 数 点 后 10 位 。 

. 利用 Muller 法 ,初始 近 他 值 nm =1.5,p = 1.4,pa =1.3, 求 解 Kxs)=1+2x -ian(xz) 的 零 
点 ,精确 到 小 数 点 后 12 位 。 

. 在 程序 2.8(Muller 法 ) 中 ,用 m, 挛 和 户 初始 化 一 个 1x3 和 矩阵 严 。 在 特 环 结尾 处 ,m ， 
书 或 户 中 的 一 个 由 新 的 等 点 近似 值 替换 。 这 个 过 程 一 直 持续 到 终止 评定 条 件 天 = 天 
满足 为 止 。 修 改 程序 2.8, 使 得 除了 p 和 err 外 ,还 将 产生 一 个 (和 +1) xs 矩阵 如 , 台 的 
第 一 行 包 含 1x3 和 抑 阵 P,P 的 万 始 值 为 零点 的 近似 值 。 吧 的 第 下行 包含 由 三 个 零点 
近似 值 构成 的 第 天 个 集合 。 

使 用 修改 过 的 程序 2.8 和 初始 近 信 值 m =2.4,p, = 2.3,p; =2.2, 求 解 所 rz) = 3cos(y] 
+2sin(y) 的 零点 ,精确 到 小 数 点 后 8 位 。 


用 一 = Cd 


Js 


hu 


Wo 


已 
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在 第 一 象限 (octant) 内 有 阴影 表示 的 三 个 平面 (plane) ,如 图 3.1 所 示 。 设 三 个 平面 的 方程 


为 : 
Sx+y+z=3 
X+4y+z=14 
X+Yy+3z=3 











图 3.1 三 个 平面 的 交点 


三 个 平面 的 交点 坐标 是 什么 ?可 以 用 高 斯 消去 法 , 求 出 上 述 线性 方程 组 的 解 ; 
x=0.76， 7y=0.68 和 zx=0.52 
在 这 一 章 中 ,将 主要 研究 求解 线性 方程 组 的 数值 解法 。 


3.1 向 量 和 和 抢 阵 介绍 


一 个 W 维 实数 向 量 X 是 N 个 实数 的 有 序 集合 ,通常 写成 坐标 形式 : 
累 =(xiyx2yxXv) (1) 
这 里 数 xs ,和 ，…, 和 xx 称 为 下 的 坐标 或 分 量 。 包 含 所 有 N 维 向 量 的 集合 , 称 为 W 维 空间 。 
当 一 个 向 量 用 来 表示 空间 中 的 一 点 或 位 置 时 , 称 之 为 位 置 向 量 ( Position wector); 当 用 它 来 表示 
空间 两 点 的 移动 时 , 则 称 之 为 偏 移 向 量 (displecemzeral rector )。 
设 另 一 个 向 量 为 了 = (7 ,7 ,…，,yw)。 当 且 仅 当 它们 对 应 的 分 量 相等 时 两 个 向 量 忌 和 了 
相等 ,表示 为 : 
下 = 了 当 且 仅 当 = 多 =12N (2) 
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向 量 下 与 卫 的 和 是 它们 的 对 应 分 量 分 别 相 加 得 到 的 向 量 ,表示 为 ; 


宕 十 到 = (2 + 十 和 ed 二 yw) (3) 
可 通过 将 它 的 所 有 分 年 到 负 对 向 量 互 取 负 , 表 示 为 : 
一 必 =-3 一 2 (4) 
可 通过 将 它们 的 对 应 分 量 相 减 得 到 了 与 瑟 的 差 ,表示 为 ; 
了 一 下 =( 一 的 和 一 和 (5) 
儿 维 空间 服从 代数 性 质 : 
了- 下 = 了 +(- 下 ) 《6) 
如 果 “是 实数 (标量 ) , 则 定义 标量 乘积 of 为 : 
tc ea 《7 
如 果 e 和 是 标量 , 则 加 权 和 c 交 + 邓 称 为 二 和 了 的 线 件 组合, 表示 为 ; 
+ = (erl + 丰 ety t+ 四 er + 四 (8 ) 
和 了 的 点 积 是 一 个 标量 人 (实数 ) ,定义 为 
发 * 卫 = xyl 十 5273 + 十 《9) 
向 基于 的 模 (长 度 ) 定 义 为 : 
目 束 上 二 (2 本 二 (10) 


式 (10) 称 为 向 量 下 的 欧 几 里 德 模 ( 长 度 )。 
当 1ec1 > 1 时 ,标量 乘积 cx 拉 伸 向 量 压 ; 当 1el < 工时 ,标量 乘积 oX 压缩 向 量 素 。 这 可 通过 
式 (10) 看 出 : 
上 上 = 《时 寻 十 ca 
=l1elfed+ 粒 + -el| 玫 | 1 
在 点 积 和 向 脐 的 模 之 间 存 在 一 个 重要 的 关系 。 如 果 对 式 ( 10) 两 边 平方 ,并 在 式 (9) 中 用 区 
替换 了 , 可 得 : 
上 下 有 = 知 + (12) 
如 果 筷 和 了 是 位 置 向 量 ,用 位 于 六 维 空间 中 的 点 (as， :ww 和 (yyw) 表 示 ， 
则 从 于 到 了 的 仿 称 向 量 是 它们 的 差 ， 
了 -下 (从 位 置 下 到 位 置 王 的 偏 移 ) 《13) 
注意 如 果 一 个 粒子 从 位 置 蕊 开始 , 沿 偏 移 了 -天 移 劲 , 则 它 的 新 位 置 为 了 Y。 这 可 通过 如 下 的 
向 量 和 得 到 : 


了 = 下 +( 了 一下 ) 《14) 
利用 式 (10) 和 式 (13) ,可 得 到 六 维 空间 中 两 点 的 距离 公式 ， 
‖ 王 一下 | = 《(7 一 和) 《ya 一 知 拉 十 … 十 (yw 一 和 全 【1sS) 


当 用 式 (15) 计 算 两 点 阿 的 距离 时 , 称 这 些 点 位 于 六 维 欧 几 里 德 空间 。 


例 3.1 设 互 = (2,-3,3,- 菩 和 了 =(6,1,2, -和 和。 上 述 概念 可 用 于 列 4 维 空间 的 向 量 计 算 
表示 : 


和 瑟 + 了 = (8, -2,7, -5S) 
差 下 一 了 =( -4， 一 4,3,3) 


的 
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标量 素 3 下 =(6, -9,1S, -3》 
长 度 上 达 || =(44+9+25+1)2 =397 
点 积 古 -了 =12-3+10+4= 23 
双 素 到 了 的 恼 移 了 -下 =(4,4, -3, -3) 
从 下 到 了 的 距离 || 了 -下 | =f16+16+9+9)22 = 502 
有 时 将 行 向 量 写成 列 向 基 更 有 用 ,例如 
区 1 了 1 
X=| | 和 了 =| (16) 
玫 而 了 
刚 线 性 组 合 c 革 + di 可 表示 为 ; 
EGGi + 四 
， 
| (17) 
on 十 四 


在 式 人 17) 中 ,通过 通 当 选择 e 和 da, 订 得 到 和 1+17. 差 1 瑟 -17 和 标量 乘积 o+07。 
使 用 上 标 ”" 表 示 向 量 的 转 置 ,即行 向 量变 成 列 向 量 ,或 反之 ， 


《% 92 机 和 的 “= {18) 
襄 几 玫 
向 量 的 集合 有 举 元 素 4, 定义 为 : 
0=《40.0,… 0) (19) 


定理 3.1( 向 量 代数 | 设 王 ,了 和 是 六 维 向 量 ,e 和 是 标量 (实数 )。 向 量 加 和 标量 乘积 有 
如 下 人 性 质 ; 


了 十 下 = 于 + 了 变换 律 (2) 
四 + 下 = 下 + 及 加 法 单位 元 (21) 
下 一 下 = 下 +(- 天) = 加 法 道 元 22) 
(下 +Y)+Z= 夺 HP+Z) 结合 律 {23) 
(a+t 下 = azE+aE 标量 分 配 律 (24) 
af 第 + 了 ) = GEE+T ay 向 量 分 配 律 (25) 
@( BE) =( 的 ) 亚 标量 结合 律 (26) 


3.1.1 和 矩阵 和 二 维 数组 


一 个 矩阵 是 数字 按 行 列 分 布 的 矩形 数组 。 一 个 矩阵 有 对 行 和 上 列 , 称 为 虹 x 矩阵 。 
大 写字 母 4 表示 一 个 抢 阵 ,小 写 带 下 标 字 母 中 表示 构成 给 阵 的 一 个 数 。 手 阵 可 表示 为 ; 
和 = [ayjwxw  ， 1 si 时 ,1<s7Js 《27) 
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这 里 mw 是 位 于 (; 访 ( 即 存储 在 矩阵 的 第 主 行 和 第 7 列 上 ) 的 数 。 将 wy 作为 位 于 (站 的 元 素 。 
其 扩展 形式 为 : 


衬 11 如 12 也 虽 好 1 
代 21 如 科 让 2 人 2w 
行 i 一 | ， ”1 =4 (28) 
CH 0 
CH DR 
列 


ix 挎 阵 4 的 行 是 六 维 向 量 ; 
机 =《ainyapyGay)， 1 二 12……，, 于 《29) 
起 (29) 中 的 行 向 量 也 可 看 成 1x 六 矩阵 。 将 好 x 六 和 托 阵 4 分 解 成 开 块 ( 子 扎 阵 ] 即 形成 ; 
x 不 矩阵 。 
在 这 种 情况 下 ,可 将 4 表示 为 一 个 好 x1 矩阵 ,而 该 矩阵 由 1x w 抢 阵 T 组 成 , 即 ; 


玉 
各 = y = [ 色 下 (30) 
Tv 
同 理 , x 交 矩阵 4 的 列 形成 好 xl1 矩阵 ， 
全 1 1 人 18 
人 2 让 31 全 2 
尼 二 : 同人 避 二 : 加 人 二 - 《317) 
关 G 如 冯 
全 ia 在 用 ny 
在 这 种 情况 下 ,可 将 4 表示 成 由 1x 六 列 矩阵 ,而 C, 构成 的 好 x 1 矩阵; 
4=[C，Cp CCn] (32) 
例 3.2 标识 下 列 4x3 拢 阵 的 行 答 阵 和 列 短 阵 ， 
一 人 生 日 
用 - 5 一 ?了 工 
0 -3 8 
一 4 6 一 $ 


解 
4 行 玫 阵 为 ;W =[-2 4 9 用 = -7 1 =[0 -3 8 和 隐 =[-4.6 -5]。 
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3 列 比 阵 为 : 
一 人 二 少 
C = ， -| -， 和 ”= 
一 寻 后 _ 
种 可 用 这 些 睡 阵 进 行 表示 : 
太 
了: 
4 = 7 =[C， CC 口 ] 
Y。 


设 4=[ezjuxr 和 吕 =[5]jwxw 为 两 个 同 维 矩 阵 。 当 且 仅 当 二 者 每 个 对 应 元 素 相 等 时 4 


与 吾 相等 , 即 : 

砷 = 瑟 当 目 仅 当 aj = 商 ， 1<i 守 1 过 ) 二 人 
两 个 于 x 交 下 阵 4 与 互 的 和 的 定义 如 下 ， 

及 + 加 =[ 呈 + 肥 jasr ，1<is 有 Ts 二 有 
可 通过 对 4 中 每 个 元 素 取 负 得 到 矩阵 4 取 负 ， 

一 症 =[ -本 ] sr ， 1 过 1 和 有 二) 之 浆 

可 通过 求 对 应 分 量 的 差 得 到 4 - 愉 ; 

是 -加 =[ 呈 - 遇 ]wxw ，1T 生 二 表 1) 二 帮 
如 果 e 是 实数 (标量 ) ,可 定义 标量 乘积 吗 为 : 


改 = [eay]ww ，1si 1 TsjsN 


如 果 王 和 9 是 标量 ,加 权 和 到 + 呈 称 为 矩阵 4 和 吾 的 线性 组 人 台 ,表示 为 : 


+ 由 =[pay+ 人 jw ，1sis 帮 1<jsN 
于 x 下 零 息 阵 由 零 元 素 构成 : 
妖 =[O]wuw 


例 3.3 求 眶 阵 乘 24 和 3 及 ,以 及 线性 组 合 24 -3 瑟 ,4 和 召 的 值 如 下 所 示 ， 
-1 2 -2 3 
4| 和 s-| -| 
3 -4 -9 7 


一 人 q 一 乒 3 
2 14 m 和 so 3 -| 


提 一 8 


利用 式 (37) ,可 得 : 


线性 组 合 24 -3 呈 为 ; 


-2+6 4-9 4 -5 
24 -38=| 14-3 op| -| a 


6+27 一 8-21 33 -29 


《33) 


《34) 


(35) 


{36) 


《37) 


(38) 


(39) 
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定理 3.2 (下 阵 加 } 设 4, 下 和 怠 是 好 x 浆 失 阵 ,p 和 7 为 标量 。 和 矩阵 加 和 标量 乘积 有 如 下 
性 质 ; 


吾 + 箱 = 点 + 轨 交换 律 (40) 
0+4=4+0 加 法 单位 元 (48) 
4-4=4f+f(-4)= 加 法 逆 元 {42) 
(4+ 呈 )+C=4+( 站 +C) 结合 律 (43) 
(P+d)4=p4+ 哆 标量 分 配 律 (44) 
BA4+ 吾 )= 上 + 阴 逢 阵 分 配 律 (45) 
PN)= (9)4 标量 结合 和 (46) 


3.1.2， 向 量 和 矩阵 简介 的 练习 


最 好 手工 计算 或 用 MATLAB 完成 下 述 绑 习 。 
1， 给 定向 量 瑟 和 了 ,求解 (a) 下 + 卫 ,(b) 下 -了 ,(e) 3 时 ,(d) ‖ 素 上 ,Cey 7 了 一 4 发 (位 发 .了 
及 (g) ‖ 外 77-4 瑟 1 。 
(下 =(3,-4) 和 了 =(-2,8) 
《ii 在 =(-6,3,27 和 了 ={-8,5,1) 
《ii 下 =(4, -8,1) 和 YY=fl-12, -1) 
(iv) 下 =(1, -2,4,2) 和 了 = (3,， -5, -4,0) 
2 利用 余 臣 定律 ,证 明 两 个 向 量 蕊 和 了 之 间 的 第 度 # 可 用 下 述 关系 式 表 示 ， 


天 .了 
cost9) = 下 站 TFT 
针对 下 列 向 量 , 求 向 量 间 的 角度 (用 弧度 单位 ) 
(a) 素 =(-6.3,2) 和 了 = (2, -2,1) 
(hb) 政 = (4,，-g,1) 和 了 = (3,4,12》 
3. 如 果 两 个 向 量 蕊 和 了 之 间 的 角度 为 x/2, 则 称 这 两 个 向 量 正 交 ( 短 直 ) 。 
《al 证 明 下 和 了 正 交 当 且 仅 当 天 .了 = 0。 
利用 (a) 的 结论 判定 下 列 向 量 是 否 正 交 。 
(b) 天 =(-6.4,2) 和 了 =(6,S,8) 
《c) 下 =(-4,8,3) 和 了 =(2,5,16) 
(由 瑟 =(-357,2) 和 了 = (4,1;6) 
《e) 求 与 向 量 时 = (1,2, - 引 正 交 的 两 个 不 同 向 量 。 
4 对 下 列 抑 阵 ,求解 (a) 4 + 瑟 ,{(b) 和- 吾 及 (ce) 34 -283。 乍 阵 表 示 如 下 ， 


-1 9 4 -4 9 2 
-| 2 -3 -| 召 =| 3 -5 | 
0 5 7 8 1 -6 


5，Wx N 扼 阵 4 的 转 置 表示 为 4' ,通过 将 4 的 行 变 成 4' 的 列 构成 Wx M 矩阵 。 也 就 是 
说 ,如 果 A= [ay]wsw 且 4' = [多 ]wxwy 风 相应 元 素 满足 关系 式 ， 
上 = 1 过 ii) 
求 下 列 矩阵 的 转 置 ， 


的 数 慎 方 法 (MATIAB 版 ) 


了 9 
【al) 《bl)13 SS 7 
7 0 6 | 1 | 
1tL -3 8 
656， 如果 六 x 六 方 阵 4 满足 4 = 4 扩 (参见 练习 5 中 对 汪 的 定义 ) , 则 称 4 为 对 称 和 矩阵 。 判 
断 下 列 方 阵 是 否 对 称 : 
1 -7 4 4 -7 1 
| -， 3 (D) 。 2 -| 
4 0 3 3 0 4 
(ce) 各 =[Larjwxw， 其 中 oo 国人 7/ 
一 站 + 


(4=[a] 其 中 国 = 人 人 


7 一 盖 了 
7， 证 明定 理 3.1 中 的 命题 (20) (24) 和 (25)。 


3.2 向 量 和 和 矩阵 的 性 质 


变量 2 ,oa 的 线性 组 合 为 : 
在 ] %T 十 他 2 于 2 十， 十 古 生 {1) 
其 中 m 是 x 的 系数 ,天 = 1,2……m。 
赂 给 线性 组 合 (1) 一 个 定 值 ,可 得 到 一 个 关于 ex xn 的 线性 方程 ,表示 为 


个 ] 十 GaX2 十 十 人 NA 二 (2) 
线性 方程 组 经 常 出 现 ,而 且 如 果 有 展 个 方程 , 闪 个 未 知 数 , 则 它 可 表示 为 ， 
QH 十 G2X2 十 十 站 IWNW 二 站 
站 3 所 1 十 红 各 每 2 十 “… 十 笠 了 交 天 下 一 2 
(3 
Gil 和 十 Gak2 十 二 Cawwr 二 和 机 
他 时 1 本 十 妇 凤 号 2 十 多” 十 三 二 局 


为 了 清楚 表示 每 个 方程 的 不 同系 数 ,必须 使 用 两 个 下 标 (, 疙 。 第 一 个 下 标定 位 方程 不， 
第 二 个 下 标定 位 变量 ”。 
式 (3) 的 解 是 同时 满足 式 (3) 中 所 有 方程 的 一 组 数值 si ,xs ，…,xy。 因 此 可 将 解 表示 为 六 
维 向 量 : 
焉 =(2i yw2 2 《4) 
例 3.4 混凝土 是 水 泥 、 沙 子 和 研 砾 构成 的 混合 物 。 发 行商 有 三 批 选 择 给 承包 人 。， 第 一 批 包 
含水 泥 、 沙 子 和 砂砾 的 比例 为 18、318、418; 第 二 批 的 比例 是 2710、5110、3710; 第 三 批 的 
丝 例 是 215、315、0/5。 
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变 zswa 表示 每 批 混合 物 的 数量 ( 单 位 为 立 方 英 码 ) ,它们 的 总 量 为 和 立方 英 码 。 水 泥 、 
沙子 和 砂砾 的 数量 分 别 为 站 =2.3,p =4.8,b =2.9。 则 关于 这 三 种 成 分 的 线性 方程 组 为 : 
0.125x +0.200x: +0.400r: =2.3 【水 泥 )》 
0.375x +0.500x, +0.600x; =4.8 【沙子 )》 《5) 
0.500xi; +0.300x: +0.000x: =2.9 【 厂 研 ) 
线性 方程 组 (5) 的 解 为 xj =4,xa = -3,x3=3。 可 特 它们 直接 代入 方程 组 中 进行 检验 : 
0.125)(4) + (0.200](3) +《0.400)1(3) =2.3 
(0.3754) + (0.500)1(3) +(0.600713) =4.8 
《0.500)1(4) + (0.300)(3) + (0.000)(3) = 2.9 


3.2.1 和 华 阵 乘 


定义 3.1 如 果 4=far]wvw, 吾 =[ 妈 ]wpyA4 的 列 数 和 吾 的 行 数 相等 , 则 矩阵 乘积 4B 为 好 
x 五 的 和 矩阵 C: . 
4B=C=[o]wr 《6) 
其 中 C 的 元 素 o9 是 4 的 第 站 行 与 互 的 第 ) 列 的 点 积 ; 


师 
一 

人 三 下 二 人 1 上 十 全 i2 六 十 ”十 Gawbnw 《7) 
全 1 


其 中 ff = 12, 时 日 7= 1 2 
例 3.5 使 用 下 列 短 阵 求 解 给 阵 乘 积 C= 4 甩 ,说明 为 何 8 无 定义 : 


<， 
解 : 


考 阵 4 有 两 列 , 和 矩 阵 吾 有 两 行 ,所 以 拭 阵 薪 积 4 有 定义 。2x2 瞪 阵 和 2x3 丝 阵 前 来 积 
是 2x3 矩 阵 。 计 算 过 程 如 下 : 


2-[ js 


_ | 10+9 -4+24 2- | - [2 20 - 司 -c 
-5+12 2+32 -1-4 7 34 - 
当 试 图 计 等 王 阵 的 来 积 而 时 ,会 发 现 二 者 不 匹配 。 图 为 召 的 行 是 3 维 向 量 ,而 各 的 列 
是 2 维 向 量 ,因此 加 的 第 太行 与 4 的 第 无 列 的 点 积 没有 定义 。 
如 果 4B = BA , 则 称 4 与 召 可 交换 (commute)。 而 卫 通 常 48 与 84 都 有 定义 ,但 它们 的 
乘积 并 不 一 样 。 
现在 讨论 怎样 使 用 和 矩阵 表示 一 个 线性 方程 组 。 式 (3) 中 的 线性 方程 可 写成 一 个 矩阵 乘积 。 
系数 ww 保存 在 # x w 矩阵 4( 称 为 系数 矩阵 ) 中 ,而 未 知 数 。 保存 在 六 x 1 矩阵 下 中 。 常 数 玉 
存 情 在 林 x 1 托 阵 五 中 。 根 据 惯 例 ,使 用 列 矩阵 表示 下 和 妇 , 则 4 表示 为 : 
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Ci 克 12 全 1 宪 1 党 1 忆 
C2 如 妇 宇 2 人 2 东 2 所 
4 下 = = = 吾 (3) 
区 好 CE Qnr 入 
0 GE 3 避 


式 4) 中 的 矩阵 乘 4 = 下 类 似 于 通常 向 量 的 点 积 ,因为 旦 中 的 每 个 元 素 贞 都 可 通过 和 矩 
阵 4 的 第 并行 与 列 抵 阵 下 的 点 积 得 到 。 


例 3.6 将 鲍 3.4 中 的 线性 方程 组 {$) 用 趣 阵 来 积 表 示 。 使 用 蚜 阵 乘积 验证 [4 3 3]' 是 方程 


组 (S) 的 解 : 
0.125 0.200 0.4001 Ts 2.3 
区 0.500 on Xia -| (9) 
0.500 0.300 0.000J Lx， 2.9 
为 了 验证 [4 3 3] 是 方程 组 (5) 的 解 ,站 须 证 明 册 [4 3 3 =[2.3 4.8 2.9]， 
0.125 0.200 0.4001 4 0.5+0.6+1.2 2.3 
区 0.500 on| 下 -rssna|- ea 
0.500 0.300 0.000JL3 2.0+0.9+0.0 2.9 

3.2.2 ”特殊 矩阵 


元 素 全 为 零 的 W x 六 所 阵 称 为 凡 x 六 维 零 矩阵 ,表示 为 ; 
0=[0jexw 《10) 
当 竹 阵 维 数 明确 时 ,可 使 用 0 表示 震 矩 阵 。 
改 阶 单位 矩阵 是 方 阵 ,表示 为 ， 
及 = [85]www > 2 二 | 
它 是 乘积 单位 抢 阵 ,通过 下 例 可 以 看 出 。 
例 3.7 设 4 是 2x3 此 阵 , 则 关 4=41 =4。 了 大志 来 由 的 站 果 为 ; 


| "] | G12 “| [一 2 十 站 oo 
0 1 他 3 三 和 并 竺 一 他 21 十 昌 ， 如 十 用 他 + 


1 当 ;=7 


娘 当 守 7 《1) 


| 三 个 “| 
认 21 多 嫉 个 


妃 


1 人 0 0 
[ 1 -ri 0D0+aa+N0 


0 0 1 ai+0O+0 0+az+0 0+0+ an 


下 面 的 定理 给 出 了 关于 筷 阵 乘 的 一 些 性 质 。 


定理 3.3( 和 矩阵 乘 ) 设 e 是 一 个 标量 ,4 , 召 ,C 是 矩阵 ,而 且 对 应 的 矩阵 加 法 和 乘法 有 定义 ,出 ， 
(4B1IC=4(BC) 矩阵 匀 的 结合 律 (12) 
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到 =4 好 =4 单位 惩 阵 (13) 
(有 +TC)]= 4B+AC 左 分 配 律 《14) 
(4+ 有 下)JC=a4C+BC 右 分 配 律 (15) 
cf4B)=(cd)=4(cB) 标量 结合 律 (16) 


3.2.3 非 奇 异 矩 阵 的 逆 


矩阵 送 的 存在 需要 特殊 和 条件。 如 果 存 在 一 个 wx m 目 阵 召 满足 式 (17), 则 称 wx mr 矩阵 
4 是 非 奇 异 或 可 首 的 : 
4B= 24= 了 了 (17) 
如 果 答 阵 吾 不 存在 , 则 称 4 是 奇异 矩 降 。 当 存在 召 是 满足 式 (17) , 则 称 吾 是 4 的 道 ,通常 表 
示 为 如 =4 ,并 使 用 相似 的 关系 式 : 


44 ”=4- 4 如 果 4 是 非 奇异 矩阵 (18) 
显 见 至 少 存在 一 个 矩阵 五 可 满足 关系 式 (17)。 设 是 4 的 一 个 道 ( 即 4C = C4 = 站 , 刚 
根据 性 质 式 (12) 和 式 (13) 有 : 
人 = =( BITC=EOSCT= 王 = 瑟 
3.2.4 行列 式 
方 阵 4 的 行列 式 是 一 个 标量 值 (实数 ) ,表示 为 det(4) 或 141。 如 果 4 是 六 xA 竹 阵 : 
CO BE2 ”人 liy 
CR 
1 二 
CA em “ww 
则 4 的 行列 式 表 示 为 : 
QI1 让 1 从 1w 
det(4) _ 人 21 友 2A 
wm Cnwz Bow 


尽管 行列 式 的 表示 类 似 于 一 个 矩阵 ,但 它 的 性 质 完全 不 同 ,行列 式 是 一 个 标量 值 ( 实 数 )。 
当 A>3 时 ,根据 大 多 数 线性 代数 课本 中 定义 的 行列 式 det( 4 ) ,不 易 计 算 它 的 值 。 下 面 将 回顾 
一 下 ,如 何 利用 代 孝 余子 式 展开 法 计算 行列 式 的 值 。 计 算 高 阶 行列 式 可 利用 高 斯 消去 法 ,可 参 
见 程 序 3.3。 

如 果 4=[m] 是 1x1 答 阵 , 定 义 det(4) = as。 如 果 4 = [faj]，v, 其 中 放 >2, 则 让 af 
为 4 的 六 - 1x 交 -1 工 子 惩 阵 的 行列 式 , 子 矩阵 是 通过 划 掉 矩阵 4 的 第 : 行 和 第 / 列 构成 的 。 
行列 式 14; 称 为 my 的 余子 式 。4y 定 义 为 4y =(- 1j57a4, , 称 为 oy 的 代数 余子 式 。 这 样 wx 
和 矩 阵 4 的 行列 式 表 示 为 : 


det(4) = > ov4y (第 守 行 展开 ) 09) 
或 
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det(4) = > or， (第 7 列 展开 ) 《20) 
令 j= 1 对 下 面 的 2x2 和 矩阵 4 利用 式 (19): 


上” | 
昌 二 


如 21 让 入 


可 得 到 det4 = euezn - azaxae。 下 面 的 例子 显示 了 如 何 利用 式 (19) 和 式 (20) 递 归 地 将 计算 
Nx 丰 和 拖 阵 的 行列 式 简 化 为 计算 一 系列 的 2x2 行 列 式 。 


例 3.8 设 i=1, 利 用 式 (19) 计 算 短 阵 4 的 行列 式 ,然后 设 |/ =2, 利 用 式 {(20) 计 和 工 矩 阵 4 的 行 
列 式 : 


z= 1 ,利用 式 (19)? 可 得 : 
5 -1 -4 -1 -4 5 
ad =-G| 站- 7 站 | > 呈 
= (21( 和 -6 的 -(3) 人 -3+7+(8)024-35) 


=77 
J=2, 利 月 式 (20) 可 得 : 


-4 -1 2 8 2 8 
uc ecol 

下 面 的 定理 给 出 了 4 为 方 阵 时 , 线 作 方 程 组 4 天 = 吾 的 解 的 存在 性 和 惟一 性 的 充分 条 件 。 
定理 3.4 设 4 是 六 xR 方 阵 , 下 列 命题 是 等 价 的 : 


给 定 任意 wx1 扼 阵 召 ,线性 方程 组 45 = 召 有 惟一 解 。 (020) 
矩阵 4 是 非 奇异 的 ( 即 4 存在 )。 《22) 
方程 组 4 = 0 有 惟一 解 世 = 0。 (23) 
det(4) 天 0 (24) 


定理 3.3 和 定理 3.4 有 助 于 将 扎 阵 代数 与 普通 代数 联系 起 来 。 如 果 命 题 (21) 为 真 , 则 命 
题 (22) 结 合 性 质 (12) 和 (13) 可 得 出 如 下 推论 ， 
4 = 下 即 4-48=4-8， 也 即 下 =4-: 且 (25) 


例 3.9 使 用 这 炬 阵 ; 
4 让 


和 式 425) 中 的 推论 ,求解 线性 方程 组 4 下 = 万， 


=- 国 -a 
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利用 式 (25), 可 得 到 
x4 3- 引 -7 让 加 -=[o2 
注 :在 实际 计算 中 ,从 来 不 对 非 奇异 矩阵 的 送 或 方 阵 的 行列 式 进行 数值 计算 。 这 些 概念 主 
要 用 来 建立 解 的 存在 性 和 惟一 性 的 理论 "工具 ”, 或 作为 算术 表示 线性 方程 组 的 解 的 手段 。 
3.2.5 平面 旋转 
设 4 是 3x3 抵 阵 , =[* 7 尘 是 3x 上 矩阵 , 则 乘积 了 = 4 是 另 一 个 3x1 上 矩阵。 


这 是 一 个 线 作 变 换 的 例子 ,可 在 计算 机 图 形 学 领域 中 找到 相应 的 应 用 。 怎 阵 严 等 价 于 位 置 向 
量 乙 = (xz ,7 ,2) ,表示 在 三 维 空间 中 一 个 点 的 位 置 。 考 虑 下 面 3 个 特殊 矩阵 ; 


1 全 0 
oo ceosfa) -ata]| (26) 
和 sinf ay oos(a) 
cos(pB) 0 sn(p) 
ao-| 0 1 0 (27) 
-sntp) 0 cos(D) 
Feos(y) -sinfy) 0 
亚 . (7y) = | sinf(y) ceosfy) 【28 ) 
0 站 1 


和 窍 阵 员 .(a) , 串 (8) 和 吾 57) 分别 用 来 以 角度 ,8 和 7y 在 x 轴 、y 轴 和 > 轴 上 旋转 点 。 它 
们 的 反 相 为 尽 .(- ee),(- 和 斑 (-7) ,它们 在 * 轴 .y 轴 和 z 轴 上 旋转 的 角度 分 别 为 
-ay 一 有 和 -ye 下面 的 例子 描述 了 这 些 情 况 ,读者 可 做 进一步 研究 。 

例 3.10 一 个 单位 立方 体位 于 第 一 象限 ,一 个 顶点 位 于 坐标 原点 。 首 先 在 : 四 上 旋转 立方 
体 ,旋转 角度 为 r14j; 然 后 以 r16 在 y 轴 上 旋转 。 求 旋转 后 立方 体 的 形状 。 
解 ， 
第 一 次 旋转 的 变换 竹 阵 如 下 所 示 ; 
人 司 -ad 蛋 中 
Y = 灵 [ 垃 |jr7=| ， 

( 玫 ) sin( 玉 】 cosl 开 } 心 了 

站 站 1 工 
0,707107 -0.707107 com 昌 


=|10.707107 0.707107 0.000000 | 1 


0.000000 “0.000000 “1.000000J L>= 
第 二 次 旋转 的 变换 矩阵 如 下 所 示 :; 


(下 al 到 
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0.000000 1000000 0.000000 


人.866025 0.000000 .500000 
| y 
-0D.5S00000 0.000000 0.866025 


站 .7O710O7 .707107 .000000 和 
一 收 .353553 .353553 昌 ,860025 
立方 体 的 顶点 坐标 的 计算 钻 果 ({ 表 示 为 位 置 向 量 ) 如 表 3.1 所 示 , 变 换 过 程 中 的 立方 体形 
并 如 图 3.2{a)l 到 轩 3.2fe) 所 示 。 
表 3.1 连续 旋转 情况 下 立方 体 的 顶点 坐标 


0.612372 -0.612372 oo | | 





wa( 中 (到 























， va( 于 ) ww( 生 Ja( 了) 
0,0,07 (0.000000,0.000000,07' | 10.000000.0.000000,.0.0000007 
110,0 (0.707107.0.707107 ,DJ 【0.612372,0.707107，- 和 .353553》 
0.1,0) 《一 0.701107.0.707107 .07 【一 0.612372.0.707107 ,0.3535537 
00, (0.000000,0.000000.17 《0.5000000.0.000000.0.866025) 
(0 《0.000000,1.414214,0) 10.000000,1.414214,0.000000) 
《10 | 10.707107.0.707107 ,1 (1.112372,0,707107,0.512472)' 

《001 《一 避 707107,0.707107 ,1 【 -0.112372,0.707107,1.219579) 
《1 1.1 (10.000000.1.414214.] 了 了 【0.500000,1.414214,0.866025) 










图 3.2 《a) 立方 体 的 初始 形状 ;(b) 在 = 轴 进 行 了 = R(rM4) 好 旋转 变 
换 后 的 形状 ji(e) 在 Y 轴 进 行 钱 = 瓦 (r16)Y 旋转 变换 后 的 形状 


3.2.6 MATLAB 


MATLAB 丽 数 det(A) 和 inv(A? 分 别 用 来 计算 方 阵 4 的 行列 式 和 逆 ( 如 果 4 是 可 逆 的 )。 


例 3.11 使 用 MATLAB 和 (25) 中 的 遂 和 矩阵 法 分 别 来 解 例 3.6 中 的 线性 方程 组 。 
解 : 
首先 通过 证 明 det4) 关 0( 定 理 3.4), 验 证 4 是 非 奇 异 短 阵 ， 


> 又 =[0.125 各. 立 吕 D 曲 .DODD:D.3375 昌 ,5090 D.6oo0i0.500 0.300 DO.DO0]; 
> > det(a) ， 
arms = 

~ 上 丹 .1735 
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然后 根据 式 (25) 中 的 推导 ,可 得 到 4 = 吾 的 解 是 下 = 丰 - 吾 : 
> >X = invfa)x[2.34.82.93] 
革 一 
4.0000 


3 
3 .DO 


最 后 通过 检查 4 和 = 四 来 验证 半 果 ， 
> 也 三 负 基 下 
卫 = 
3.300D0 


4.800D0 
3.9000 


3.2.7 向 量 和 矩阵 性 质 的 练习 


最 好 手工 计算 或 者 使 用 MATLAB 进行 下 面 的 练习 。 
1. 针对 下 列 抢 阵 ,求解 48 和 84 


-3 了 2 和 娘 
4z=| 1 |， B=|， 呈 
2， 针 对 下 列 系 阵 ,求解 48 和 珊 : 
] -2 3 7 0 
4=| : 0 |， 妨 =| -3 5 


3，4 , 吾 ,C 分 别 为 : 


4 2 dc- 


(a) 求解 (4B)C 和 和 41BC) 
{b) 求解 4( 百 +C) 和 48 +AC 
《o) 求解 (4+ 吾 JC 和 4C + BC 
(d) 求解 (4 吾 ) 和 吾 '44/ 
4. 设 4: = 44。 使 用 下 列 矩阵 求解 42 和 下 ; 


2 
了 


5， 如 果 下 列 和 矩阵 的 行列 式 存在 , 试 求 之 


2 站 6 
(| 人。 吕 四 |- 5 -4 


87 


15 . 


3.2.8 
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才 
1 2 

6 

《ec) | 4 (d) 4 
0 


全 忆 司 一 
全 一 to ko 
二 th 上 上 


了 


， 使 用 .Ce) 与 如,( -ax) 的 此 阵 乘 ,证 明丽. (ae) 员 0 -wx)= 开 参见 式 (26))。 
.《a) 证 明 : 


cosf 有 ) 0 sin( 6) 
om si 及)sintae) eceosfa) -phuata)| 
-~ eos(ajsin(B) sinfa)  eos(B)eosfe) 
(参见 式 (26) 和 式 (27))。 
《pb) 证 明 ， 
eos(8) sin(8)sinfa) oosfa)sinfB) 
| 妃 oos( ay) -sinf a) 
-sinta)j cos(Bjsinfa) cos(8)Jcosf wj 


， 其 果盘 和 吾 为 非 奇异 六 x 六 矩阵 ,而 且 尼 = 4 有 ,证 明 C1 = 下:4- 提示 ;利用 盾 


阵 科 的 结合 律 。 
证 明和 定理 3.3 的 命题 (13) 和 命题 (16) 。 


. 设 盘 为 村 x 站 矩阵 ,下 为 六 x1 征 阵 。 


(a) 计算 4 需要 多 少 次 蒋 法 ? 
(b) 计算 4 下 需要 多 少 次 加 法 ? 


. 设 4 为 有 好 xw 和 矩阵, 如 和 和 己 为 wx 矩 阵 。 证 明和 矩阵 乘 的 左 分 配 律 :4( 吾 +C) -= 4 


十 世人 


. 设 4 为 好 xm 给 阵 ,下 和 为 六 x 尸 矩阵。 证 明 矩 阵 乘 的 右 分 配 律 :(4 + 五 )C = 4C 


+ BC。 


. 设 夺 =[1 -1 3, 求解 了 8 和 交大。 注意 : 了 是 和 的 转 置 。 
. 设 4 为 灯 x 和 矩阵 ,如 为 六 x 忆 此 阵 。 证 明 (4 召 ) = 吾 44。 提 示 : 令 C= 4B ,并 使 用 


矩阵 乘 的 定义 进行 证 明 , 即 C 中 的 第 (人 ,六 项 等 于 瑟 4' 中 的 第 人, 门 项 。 
利用 练习 14 中 的 结论 和 征 阵 乘 的 结合 律 ,证 明 (4BC) = 作 有 4 。 


算法 和 程序 


表 3.1 的 第 一 列 包 含 变换 单位 立方 体 的 顶点 坐标 ,单位 立方 体位 于 第 -象限 ,一 个 顶点 在 
原点 。8 个 顶点 坐标 可 用 一 个 8 x3 的 矩阵 尽 表 示 , 每 一 行 表示 一 个 顶点 的 坐标 。 参 照 练 
习 14, 邱 阵 ! 与 扼 阵 忍 (x/4) 的 转 丢 相生 可 得 到 一 个 8 x3 和 撼 阵 (如 表 3.1 的 第 二 列 所 示 ， 
每 一 行 表示 1 中 对 应 行 的 变换 结果 )。 结 合 练习 (15) 的 思想 ,可 认为 进行 任意 次 数 连 续 
旋转 后 的 立方 体 顶 点 坐标 可 用 一 个 邱 阵 乘 表 示 。 

1 单位 立方 体位 于 第 一 象限 ,一 个 顶点 在 原点 。 首 先 ,以 角度 <76 沿 y 轴 旋 转 立 方 体 ; 然 


后 诅 以 角度 <14 沿 z 轴 旋 转 立 方 体 。 求 旋转 后 立方 体 的 8 个 顶点 坐标 ,并 与 例 3.10 的 
结果 进行 比较 。 
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它们 的 区 别 是 什么 ” 试 通 过 和 气 阵 乘 一 般 不 满足 交 护 律 的 解释 (参见 图 3.3(a) 到 (e) )。 
使 用 plot3 命令 画 出 三 个 图 形 。 


于 


(人 (b (9 
图 3.3 《〈a) 初始 立方 体 itb) Y= 妨 (r16) 了 1, 洛 了 轴 旋 转 :(e) 不 = 吕 (r14), 沿 = 轴 旋 转 


. 设 单位 立方 体位 于 第 一 象限 ,其 中 一 顶点 位 于 泽 标 原点 。 首 先 以 角度 x/12 河 * 轴 旋 
转 立 方 体 ;然后 ,再 雇 角 度 r16 沿 z 轴 旋 转 立 方 体 。 求 旋转 后 立方 体 8 个 顶点 的 坐标 ， 
并 使 用 pmlot3 画 出 这 3 个 立方 体 。 

. 四 面体 的 坐标 为 (0,0,0),(1;0,0),(0,1,0),(0,0,1)。 首 先 以 弧度 0.15 滑 y 轴 旋 转 ， 
然后 再 以 弧度 -0.15 沿 : 轴 旋 转 , 最 后 以 弧度 2.7 沿 * 辅 旋转 。 求 旋转 后 的 顶点 举 
标 ,并 使 用 plod3 面 出 这 4 个 立方 体 。 


3.3 上 三 角 线 性 方程 组 


现在 研究 回 代 算法 , 它 对 于 由 上 三 角 系 教 矩 阵 构成 的 线性 方程 组 的 求解 很 有 帮助 。 这 个 
算法 是 3.4 节 求解 一 般 线 性 方程 组 的 算法 的 一 部 分 。 
定 祥 3.2 帮 x 友和 齿 阵 4 二 [oaj] 中 的 元 素 满足 对 所 有 , 则 称 > 站 有 人 =0, 则 称 肾 共 ,和 眠 阵 
4 = [my ] 为 上 三 角 矩 阵 。 如 果 4 中 的 元 素 满足 对 所 有 ; < /有 e， =0, 则 称 矩 阵 4 为 下 三 角 抑 
阵 。 

下 面 将 介绍 一 种 算法 来 构造 上 三 角 线性 方程 组 的 解 ,而 将 下 三 角 线 性 方程 组 的 求解 留 给 
读者 。 如 果 4 是 上 三 第 矩阵 , 则 4 于 = 下 称 为 上 三 角 线 性 方程 组 . 志 示 为 ， 


QUxX1I 十 个 2282 十 站 3933 十 二 w_IW 1 十 CI 二 瑟 


to 


iD 


全 六 半 十 本 芒 汪 3 十 十 三 2 -1XW_1t 十 人 2wXN 二 昌 2 


G3X3 中 NIXN 1 十 3NXN 二 囊 


《了 
Cnw-Iw-LXZW-1 二 Gyw-inWw = 吾 w 1 

WIN = 下 

定理 3.5[ 回 代 ) 设 44& = 如 是 (1) 中 的 上 三 角 线 方程 组 。 如 果 ， 
本 天 0， 天 = 1 2 不 《2) 

则 方程 组 (1) 存 在 惟一 解 。 
证 明 : 用 拘 造 法 王 明 。 基 后 一 个 方程 只 包含 xw ,因此 首先 求解 这 个 方程: 

mr G) 


ri - 
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现在 sr 已 知 ,将 它 代 人 圭一 个 方程 可 得 ; 








网 bw- 一 Gmw -1wYw (4) 
的 他 YA- 
现在 可 用 定 本 和 xw_ ;求解 弟 _ 
wy， ,= bw 2 一 Gw_aN_1XW 1 一 GN -SN (5) 
企 站 -2 -2 
当 和 区， 和-19 xl 都 求 出 后 , 则 可 得 到 一 般 步 又 ; 
瑟 一 1 CE 
xf = 2 (6) 
央 


可 以 很 容易 看 出 解 的 惟一 性 。 根 据 第 w 个 方程 可 推导 出 如 /aew 是 xw 的 惟一 可 能 值 , 然 后 
可 用 有 限 数 学 归纳 法 证 明 1321 是 惟一 的 。 
例 3.12 利用 回 代 法 求解 线性 方程 组 : 
4x1 一 4a +245 344 = 20 
-2x+7x 44 = -7 


6x3 +Sx4 二 对 
3x4 = 石 
求解 最 后 一 个 方程 中 的 xz 可 得 ， 
x=3-2 
和 将 xs =2 代 入 第 三 个 方程 ,可 得 : 
_4-5(2) 
= 6 = 


现在 将 xs = -1 和 aaa=2 代 入 第 二 个 方程 ,可 得 ， 
-7 了 -3(-1) +42) 





-4 


字 2 一 


最 后 ,求解 第 一 个 方程 中 的 xi 可 得 ; 
-20+1(- 和 -2 1-~3(02) 
一 4 





=3 


条 件 mx 关 0 非常 重要 ,因为 式 (6) 包 含 对 mx 的 囚 法 。 如 果 条 件 不 满足 , 则 可 能 无 解 或 有 
无 雳 解 。 
例 3. 雪 ”证明 下 列 线 性 方程 组 无 解 ; 
441 -za +2Y3 3 = 20 
Dxwa +733 一 4 = 一 了 
6x3+5Sx4= 才 
3w4= 6 
证 明 : 
求解 式 (7) 中 的 最 后 一 个 方程 可 得 zx =2, 将 它 代 入 第 一 个 方程 和 第 三 个 方程 可 得 : 
7x3-8= -了 
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6xs + 10= 才 《8) 
求解 式 {8) 中 的 第 一 个 方程 可 得 za = 117, 而 求解 第 二 个 方程 可 得 引 = - 1。 二 者 矛盾 ,所 

以 线性 方程 组 (7) 无 解 。 

例 3.14 证 明 下 列 线性 方程 组 有 无 穷 解 : 

45X1 一 wa 二 2853+3X4 = 2 
xs + 了 xs 二 TDOx = 一 了 
6xzi +Sx4 = 二 
3%4= 丰 


(9) 


证 明 : 

利用 式 (9} 中 的 最 后 一 个 方 程 ,可 得 到 呈 =2. 和 将 它 代 入 第 二 个 方程 和 第 三 个 方程 可 得 % 

= -1 但 对 第 二 个 方程 到 第 四 个 方程 的 求解 后 ,只 能 得 到 两 个 解 za 和 xz。 当 将 它们 我 

入 第 一 个 方程 ,可 得 ; 

24xi 一 16 (10) 

而 式 (10) 有 无 穷 解 , 因 比 式 (9) 也 有 无 穷 解 。 如 果 对 式 (10) 中 的 41 选 定 一 个 值 , 则 妃 的 

值 是 惟一 的 。 例 如 在 式 (9) 中 增加 一 个 方程 x =2, 则 可 计算 出 吕 = -8。 

定理 3.4 指 出 若 4 为 六 x W 具 阵 ,线性 方程 组 4 = 召 有 惟一 解 当 上 且 仅 当 det(4)<0。 下 
面 的 定理 指出 如 果 上 三 角 惩 阵 或 下 三 角 抑 阵 中 主 对 角 线 的 任 一 元 素 为 零 , 则 det(4) =0。 这 
样 , 观 察 前 面 三 个 线性 方程 组 ,可 清楚 地 发 现 例 3.12 有 疏 -- 解 ,而 例 3.13 和 例 3.14 没有 惟一 
解 。 定 理 3.6 的 证 明 可 在 大 多 数 线性 代数 教材 中 找到 。 


定理 3.6 如 果 交 x 六 第 阵 4 = [ay] 是 上 三 角 抑 阵 或 下 三 角 搜 阵 , 则 ; 
ge 长 丸 ) = Gile2 BY 二 Te 红 1 了) 


例 3.12 中 勾 数 托 阵 的 行列 式 值 为 det(4) =4(-~2)(6)(3) = -144。 例 3.13 和 例 3.14 中 
系数 矩阵 的 行列 式 值 都 为 4(0){6)(3) = 0。 
下 面 的 程序 利用 回 代 法 求解 上 三 角 线性 方程 组 (1) 的 解 , 设 es xD, 其 中 下 = 1 2 





程序 3.1( 回 代 ) 用 回 代 法 求解 上 三 角 线性 方程 组 48 = 如 ,必须 满足 系数 矩阵 的 对 
角 元 素 非 零 的 条 件 。 首 先 计 算 mw = 如 yaw, 然 后 利用 如 下 表达 式 : 


用 
三 如 和 
如 = 环 人 一 = 人 ,= 下 2 


刀 不 





furction X= backeub(R,B) 

多 TIPUL  - 勾 B amXTmuUpPertriarigular DOmSTnSU] BF 志 [大计 并 
名 - 瑟 8 an 了 niXTTTiatriX 

全 DutPUE - 其 二 ethe sclutiecn tothe inea YLemm 只 X = 

多 Pina the imensieon ef Bana initialize 区 

= engthtB); 

冬 = 和 eroSsftnh 1 
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fn = Btnatr ny; 
tor k = 了 一 :一 工 :1 

xfKJ = TBfKJ -KK+Tin)x 区 RE+IImJARCK KDS 
| 


3.3.1 上 三 角 线 性 方程 组 的 练习 
求解 练习 1 到 练习 3 中 的 上 三 钊 线性 方程 组 ,并 求解 系数 乍 阵 的 行列 式 值 。 


1 3x 一 2x2+% 一 X4 一 2， 5xz 一 3xy -74X3 二 Y4 二 一 ]4 
4x2 一 和 十 2 一 一 了 11x2 +9x3+Sx = 22 

2%#3 十 3x%4= 11 3323 一 13x4= 一 11 

3x4 = 15 7354 = 1]14 


3 4xi 一 x+Tax3+aXl 一 5 二 9 咎 
一 2x3 十 丰 X3 十 了 X4 十 了 4 二 D 


%3 一 %4 一 了 5 一 3 











一 234 一 35 一 10 
3xs = 蝗 
4.《a) 设 有 两 个 上 三 角 抢 阵 ， 
2 2 ba 
4=|0 oa | 和 o 4 po 2 
0 日 5 0 和 3 


证 明 它 们 的 乘积 C = 4 有 是 上 三 角 第 阵 。 
fb) 设 4 和 如 为 两 个 x 六 上 三角 捉 阵 。 证 明 它 们 的 乘积 为 工 三 角 具 阵 。 
5. 求解 下 三 角 线 性 方程 组 4 = 吾 ,并 求解 det(4): 





2X1 = 站 
一 吉 1 十 寸 *a 一 当 
区 | 一 2 区 一 尼 3 = 和 


Xi 一 也 和 十 丰 53 十 沪 了 4 二 之 


6. 求解 下 三 角 线性 方程 组 4 了 = 召 , 并 求解 det4 ): 


31 = 一 ]b 
和 | 十 入 = 和 
331 一 4x3 一 245 = 2 
一 外 一 3x2+Oxs+Y= 3 
7. 证 明 回 代 法 需要 交 次 除法 (CN - 六 )22 次 乘法 和 (2 - ww) 次 加 法 或 减法 。 提 示 : 可 
利用 下 列 公 式 ; 
> = 有 (+ 1 


3.3.2 算法 和 程序 
1 ， 使 用 程序 3.1 求 解 方程 组 TY = 如, 表示 如 下 ; 
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cogs( 下 ) 工 二 
已 = [ay]oxn 9 ut i> / 
人 而且 吾 =[L 扣 osiyan=tan(i)。 
- 前 向 替换 算法 。 对 于 线性 方程 组 4 = 召 , 如 果 满 足 当 i < 了 时 ,ov =0, 则 称 其 为 下 三 角 
线性 方程 组 。 构 造 类 似 程 序 3.1 的 程序 forsub, 用 其 求解 下 列 下 三 角 线 性 方程 组 。 注 ; 
此 程序 将 在 3.5 节 中 使 用 。 


to 


并 日 立 = 外 
名 困 基 1 十 全 季 基 2 = 2 
G3Xi 十 432X2 二 YX3 = 有 3 
人 NT1 和 十 Gy-122 十 人 w-13 和 3 十 十 全-1H_IZW_1 = &r- 
CN1I 十 下 w242 十 全 W3 和 十 人 十 生 W 症 -1 省 1 赴 全 让 有 洗 玫 = 


1 


. 恒 用 fomub 求解 方程 组 ZLY = 中, 其中， 


IE 十 了 工 节 了 
=-[ujao | 


， 而 且 有 旦 =[ 呈 ]aoyb = 
了 TS 


3.4 高 斯 消去 法 和 选 主 元 
”在 这 一 节 里 ,将 研究 求解 有 个 方程 和 六 个 未 知 数 的 一 般 六 程 组 4 = 吾 。 目 标 是 构造 
一 个 等 价 的 上 三 期 方 程 组 z 借 = 了 ,这 样 可 以 利用 3.3 节 中 的 方法 进行 求解 。 
如 果 两 个 wx 六 线性 方程 组 的 解 相 同 , 则 称 二 者 等 价 。 根 据 线性 代数 中 的 定理 可 知 , 对 
一 个 给 定 方 程 组 进行 一 定 的 变换 ,不 会 改变 它 的 解 。 
定理 3.7 (初等 变换 ) ”下面 三 种 变换 可 使 一 个 线性 方程 组 谈 孩 成 另 一 个 等 价 的 线性 方程 组 : 


交换 变换 :对 调 方程 组 的 两 行 (了 
比例 变换 ; 用 非 零 常数 乘 方程 组 的 某 一 行 (2) 
蔡 换 变换 : 将 方程 组 的 某 一 行 乘 一 个 常数 ,再 加 到 另 一 行 上 去 {3) 


通常 利用 式 (3) , 即 用 一 个 方程 乘 一 个 常数 ,再 减 去 另 一 个 方程 来 替换 另 一 个 方程 。 请 参 
看 下 面 的 例子 以 了 解 这 些 概 念 。 
例 3.15 求 抛物 线 7= 4+ 胸 + Cx2, 窜 经 过 三 点 (1 (2,， -1), 03。 
对 每 个 点 ,可 得 到 一 个 方程 ,并 形成 线性 方程 组 ， 
4+ 了 + RCR= 1 在 点 (1)1) 
4+288+4C= -1 在 点 (2, -1) (4) 
4+3+o9C= 1 在 点 3， 
使 用 第 二 个 方程 和 第 三 个 方程 减 去 第 一 个 方程 可 消去 变量 4 。 这 是 利用 替换 变换 式 (3)。 
等 价 的 线性 方程 组 如 下 ， 
4+B+ = 1i 
吾 +3C= -2 《5) 
25+8C= 
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使 用 (5)} 中 的 第 三 外 方程 减 去 第 二 个 方程 的 两 们 可 消去 变 台 下。 等 价 的 上 三 角 线 性 方程 
垦 为 : 


4+B+C= 1 
五 +30= -2 (0 
321= 4 


现在 可 以 利用 回 代 法 求 出 系 玫 C=42=2, 了 = -2-3(2)= -8 和 4=1-(-8) -2=7， 

这 和 样 撼 物 线 方程 为 yY=7 了 -8x +2x2。 

可 以 将 线性 方程 组 4 无 = 吾 的 系数 保存 在 一 个 wx (w+T) 的 数组 中 。 呈 的 系数 保存 在 这 
个 数 组 的 六 + 1 列 中 ( 即 saw, = 名 )。 这 样 每 一 行 包含 线 性 方程 组 中 的 每 个 方程 的 系数 。 增 广 
定 阵 表示 为 [4 | 起] ,线性 方程 组 可 表示 为 ， 


0 GO 
企 区 | 

[418]=| | (7) 
ECV 人 


方程 组 4E = 召 的 增 广 拖 阵 如 (7) 所 未 ,可 通过 对 增 广 盾 阵 [4 1 吾 ] 进 行 行 变换 求解 方程 。 
变量 凡是 系数 的 占 位 符 , 在 计算 结束 之 前 可 以 忽 路 。 


定理 3.8 (初等 行 变换 】 对 增 广 和 矩阵 式 (7) 进 行 如 下 的 变换 可 得 到 一 个 等 价 的 线性 方程 组 : 


交换 行 变 换 : 对 调 矩 阵 的 两 行 (8) 
比例 行 变 换 : 用 非 零 常数 科 矩 阵 某 一 行 的 所 有 元 素 (9) 
蔡 换 行 变 换 : 将 第 阵 的 某 一 行 的 所 有 元 素 乘 一 个 常数 ,再 加 到 另 一 行 对 应 的 元 素 上 去 , 即 

TDW,， = TOW, 一 册 ，X IOW， (10) 


通常 可 利用 式 (10) 将 矩阵 的 一 行 乘 一 个 常数 ,再 减 去 另 一行 来 替换 另 一 行 。 
定义 3.3 { 主 元 ) ”系数 矩阵 4 中 的 元 素 ov 用 来 消去 os ,其 中 在 =， +1,r+2,……,N, 这 里 称 
or 为 第 r 个 主 元 (pipotey efemert ) ,第 > 行 称 为 主 元 行 (pinot row)。 


下 列 例子 显示 了 如 有 利用 定理 3.8 中 的 变换 ,从 线性 方程 组 4 = 吾 得 到 一 个 等 价 的 上 
三 角 线 性 方程 组 CE = 了 ,这 里 4 为 外 x 六 矩阵 。 
例 3.16 周 增 广 类 阵 表示 下 列 线性 方程 组 ,并 求 等 价 的 上 三 角 线 性 方程 组 和 方程 组 的 解 ， 
XI 十 2X2 二 % 十 4484 二 13 
2271 +0Oxa +423 十 324 二 28 





451 + 2x2 +a23 二 wd 二 20 
一 3 和 1 十 答 ? 十 3%3 十 244 二 后 


解 : 

增 广 天 阵 为 ; 
主 元 ~ 1 2 1 4 1 
ma = 了 204 3 如 
Ja = 学 4 2 2 12 
md=-3--3 1 3 216 
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用 行 芽 消去 列 寺中 对 角 钱 于 的 元 素 。 兰 行 上 作为 主 元 行 , 元 素 ol = 工作 为 主 元 。 用 行 1 
乘 常数 ml ,再 攻 行 天 减 ,天 =2,3,4。 结 果 如 下 : 
1 2 1 4| 13 

主 元 一 D -4 2 -5 引 2? 

maz=l15 |0 -6 -2 -1 -32 

mo=-l1370 7 6 14 和 
“用 行 2 消 去 列 2 中 对 角 线 下 的 元 素 。 将 行 2 作为 主 元 行 ,用 行 2 乘 常数 mm,, 再 被 行头 减 ， 
下 =3,4。 引 果 如 下 |， 


1 2 1 4| 13 
0 -4 2 -5 2 
主 元 -> 10 0 -5 -7.5| -3 
mae=l.9-0 0 95 5.25|48.5 
最 后 用 行 3 磁 常数 me = -1.9, 再 被 行 4 减 , 结 果 是 上 三 角 线 性 方程 组 的 增 广 趣 阵 , 表 示 
如下: 
1 2 1 4| 13 
0 -4 2 -5 2 
0 0 -5 -7.5|-35 
0 0 0 -9-18 
用 回 代 法 求解 式 (11), 可 得 到 ， 


xX4=2， 4=4，a= -1，2=3 


上 述 过 程 称 为 高 斯 消去 法 ,但 必须 对 其 进行 改进 以 适用 于 大 多 数 情 况 。 如 果 ws = 0, 则 不 能 使 


【11) 


用 第 天 行 消除 第 天 列 的 元 素 ,而 需要 将 第 志 行 与 对 角 线 下 的 某 行进 行 交 换 , 以 得 到 一 个 非 零 主 元 。 
如 果 不 能 找到 非 零 主 元 , 则 线性 方程 组 的 系数 年 阵 是 奇异 的 ,因此 线性 方 程 组 不 存在 惟一 解 。 

定理 3.9{ 有 回 代 的 高 斯 消去 法 ) 如 果 4 是 wx 非 奇异 矩阵 , 则 存在 线性 方程 组 [下 = 了 
与 线性 方程 组 4 无 = 五 等 价 ,这 里 ! 是 上 三 角 和 矩阵 .并 日 w, <0。 当 构造 出 如 各 了 后 ,可 用 回 
代 法 求解 EX = 了 ,并 得 到 方程 组 的 解 开 。 


证 明 : 首先 将 使 用 带 w+ !1 列 矩阵 有 的 增 广 窍 阵 ， 


《 人 》 【1 人 1 了 《1 


全 11 空位 下 13 ””w 妈 1 妈 1 几 +1 
人 DO AD 人 (1) 
G21 三 2 人 33 的 外 2 42 如 2 证 +1 
一 《 1 (1 《t 一 人 一 
4 =| aat Ca 站 3 字 3A #3 | 一 | asw+rl1 | = 至 
《0 人 1》 (1 1 1 
EN 下限 理 有 7 





于 相 人 ww+， 


然后 将 构造 等 价 的 上 三 角 线性 方程 组 FE = 7; 
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1 


他 1 克 1 人 1 +1 
人 民 

三 2 关 2 他 ?让 +1 
人 3) 一 【3 

班 3 3 | 二 | Ganw+l | 三 工 
【 昌 

人 YN 全 W41 


第 一 步 :将 系数 保存 在 增 广 矩 阵 中 。a 的 上 标 表示 第 次 保存 在 位 置 (r,o) 中 的 元 素 ; 


9 

人 1) f1} 旨 ) 
好 1 GI2 华人 
2 
人 人 人 4 疡 
(3 
T=| 0 避 疮 区 
0 0 0 

《ID {0D 

亿 11 好 12 

人 了》 1 

他 2 召 生 

人 {17 

它 31 衬 委 

1 人 7》 

下 HL 下 时 


人 1 
人 竺 


1 
co 


人 
仔 咎 


oo 


【1 
在 1 w+1 


ff 
个 2 w+1 


二) 
Q3 w+l 


人 1) 
如 ww+ti 


第 二 步 :如 果 有 必要 ,交换 行使 得 eb #0; 然 后 消去 从 行 2 到 行 w 的 x. 。 在 这 个 过 程 中 ， 
mm 是 行 > 减 去 行 1 后 , 行 工 的 倍数 : 


lorr = 了 :站 
ma Gd/ 和 
co 中 = 人 
forc = 2: 到 +1l 
ac = Ge 一 
end 
end 


新 的 元 素 表示 为 ae”” , 它 表示 第 二 次 保存 在 矩阵 中 ,位 置 为 ( r,c) 的 元 素 。 执 行 第 二 步 后 
的 结果 为 ， 





【1 《1 1 ) 人 

全 1 如 垃 在 (19) 人 @] 交 | 全 w+1 
《2 忆 (2 2 

心 好 2 G 包 2 他 2 有 好 2 和 + 
(2 六 2 (2 

0 们 了 2 妈 习 他 3W | 人 上 +1 
(12 人 (2 《的 

0 好 迪 区 凤 府 WW | 全 到 用 + 


第 三 步 :如 果 有 必要 ,将 行 2 与 它 下 面 的 某 行进 行 交 换 ,使 得 e 久 < 0; 然 后 消去 行 3 到 行 
站 中 的 革 曲 在 这 个 过 程 中 ,mm ,是 行 r 减 去 行 2 后 , 行 2 的 人 藻 数 ， 


forr = 3 了 :站 
2 7， 人才 
了 玉 2 二 a 吕 1/e2 4 
a = 0; 


fore = 3: 交 +1 
oo 
end 


end 
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新 的 元 素 表示 为 o* , 它 表示 第 三 次 保存 在 矩阵 中 ,位 置 为 (r,e) 的 元 素 。 执 行 第 三 步 后 
的 结果 为 : 


站 《人 1) 1 


《人 

11 三 习 从 1 1 
了 2 如 [12 

上 a 急 G 区 机 人 在 2 几 + 
从 13) {3} 

0 0 a 好 ”| 3 
3) 3 (3) 

0 也 2 名 机 z 侣 他 是 有 + 





第 p+1 步 :这 是 一 般 步 又。 如 果 有 必要 ,将 第 p 行 与 它 下 面 的 某 行进 行 交 换 , 使 得 灾 人 天 
0, 然后 消去 行 +1 到 行 w 中 的 罗 。 在 这 个 过 程 中 , m,, 是 行 r 减 去 行 p 后 , 行 p 的 倍数 ， 
forr = 忆 +1: 丰 





四 省 下 各 
PR 二 让 7GA 


ai = 0 
forc = pP+lmw+ 1 


ete+0D = CD 一 ms) 
end 

end 

当 行 六 中 的 xw- 被 消去 后 ,结果 为 
人 
0 
0 0 洛 哆 | 虽 . 
0 0 0 9 靶 |aWs 


上 三 角 和 矩阵 构造 过 程 执行 完 毕 。 
由 于 4 是 非 奇 扯 的 ,所 以 当 执行 完 行 变换 后 的 抢 阵 仍 是 非 奇异 的 。 这 保证 了 在 构造 过 程 
中 ,对 所 有 的 志 , 有 a 丰 关 0。 因 此 可 利用 回 代 法 求 [下 = 的 解 厂 。 定 理 得 证 。 


3.4.1 选 主 元 以 避免 eg =0 

如 果 e 凡 = 和, 则 不 能 使 用 第 p 行 消去 主 对 角 线 之 下 列 p 的 元 素 。 有 必要 寻找 行 大 ,满足 
ea 由 天 0 而 且 大 > P, 然 后 交换 行 玫 和 行 P, 使 得 主 元 非 零 , 这 个 过 程 称 为 选 主 元 ,选择 行 的 判定 
条 件 称 为 选 主 元 策略 。 平凡 选 主 元 策 赂 (trivial pivoting straiegy) 是 ;如 果 at 0, 不 交 摘 行 ; 如 
果 az = 0, 寻 找 第 行 下 满足 名 z0 的 第 一 行 , 设 行 数 为 上 ,然后 交换 行 天 和 行 p。 这 导致 新 
元 素 ag zx0 是 非 零 主 元 。 
3.4.2 选 主 元 以 减少 误差 


由 于 计算 机 使 用 固定 精度 计算 ,这 样 在 每 次 算术 计算 中 可 能 引入 微小 的 误差 。 下 面 的 例 
子 显示 在 采用 高 斯 消去 法 求解 线性 方程 组 中 ,使 用 平凡 选 主 元 策略 如 何 导 致 巨大 的 误差。 
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例 3.17 人 和 值 x ==1.000 是 如 下 方程 组 的 解 : 
1,.133x + 和 .281x。= 石 .414 
《12) 
24.14x| -1.210x = 22.% 
使 用 4 位 肥效 数字 精度 计算 ( 春 见 1.3 节 的 钛 习 66 和 绒 习 了) 以 及 采用 平凡 选 主 元 策 
略 的 高 斯 消去 法 ,求解 上 述 线 性 方程 组 解 的 近似 值 。 
行 2 减 去 行 1 素 人 导数 ma =24.14/1.133 = 21.31 得 到 上 三 角 线 性 方程 组 。 使 用 4 人 有效 数 
字 精 度 计 算 , 可 得 到 新 的 系数 : 
a 各 = -1.210-21.31(5.281) = -1.210-112.$= -113.7 
a 久 = 22. 归 -21.31(6.414) = 22.93- 136.7= -113.8 
计算 后 的 上 三 前 线性 方程 组 为 : 
1.133x, +5.281x = 6.414 
-113.7x = -113.8 
利用 回 代 法 可 得 到 和 = -113.8 - 113.7) = 1.001 和 x = (6.414 - 5.281(1.001))7 
(1.133) = 《6.414- 5.28611[1.133) =0.9956。 


线性 方程 组 (12) 解 的 误差 是 由 于 傍 数 m, = 21.31 的 值 引起 的 。 在 下 述 例 子 中 ,通过 交换 
线性 方程 组 (12) 中 第 1 行 和 第 2 行 来 减少 倍数 的 值 , 然 后 利用 平凡 选 主 元 策略 的 高 斯 消去 法 
求解 线性 方程 组 。 
例 3.18 使 用 4 位 有 歼 米 字 精 度 计 算 和 平凡 人 选 主 元 策略 的 高 斯 消去 法 ,求解 线性 方程 组 : 
旭 4.14x -1.210x; = 22.93 
.133x) + 5.281x。 = 浊 .414 


这 次 用 行 2 减 去 行 1 末 倍数 ma =1.133/124.14 = 0.04693。 新 的 系数 为 : 
eg =5.281 -0.04693( -1.210) = 5.281+0.05679 = 5.338 
ca 名 =6.414-0.04693(22.93) =6.414-1.076 =5.338 
计算 后 的 上 三 角 线 性 方程 组 为 : 
24.14x -1.210xzy =22.93 
5.338x， =S.33 拘 
利用 回 代 法 可 得 到 wa = 5.33815.338 = 1.000 和 = (22.93 +1.21001.000))7(24.14) = 
1.000。 


选 主 元 策略 的 目的 在 于 将 元 素 中 的 最 大 绝对 值 移 到 主 对 角 线 上 ,然后 用 其 消去 列 中 的 剩 
余 元 素 。 如 果 在 列 p 中 存在 多 个 非 零 元素 , 则 查 从 中 选择 一 个 进行 行 交 换 。 例 3.18 中 的 偏 序 
选 主 元 策略 (Partial pivoting strategy) 是 最 常用 的 一 个 ,而 且 在 程序 3.2 中 使 用 。 为 了 减少 误 养 
的 传播 , 偏 序 选 主 元 策略 首先 检查 位 于 主 对 角 线 或 主 对 角 线 下 列 p 的 所 有 元 素 , 确 定 行 天 , 它 
的 元 素 的 绝对 值 最 大 , 即 : 
| ep | = max| 1am1 ,opl an-ilylam| 

然后 如 果 上 > P, 则 交换 行 寺 和 行 p。 现 在 ,每 个 倍数 m 的 绝对 值 ,将 小 于 或 等 于 1,r = p+ 
1，…。 这 样 保证 了 定理 3.9 中 的 矩阵 娘 与 初始 系数 矩阵 4 的 对 应 元 素 的 相对 大 小 一 致 。 在 
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偏 序 选 主 元 策略 中 ,通常 选择 更 大 的 主 元 元 素 会 导致 更 小 的 传播 误差 。 

在 3.5 节 中 ,可 以 独到 求解 站 x 六 线性 方程 组 总 共 需 要 (447 +9NY -78)76 次 算术 操作 。 
当 交 =20, 则 总 的 算术 操作 次 数 为 5910, 在 计算 过 程 中 的 误差 传播 将 导致 错误 的 结果 。 按 出 例 
偏 序 选 主 元 (scaled partial pivoting) 策 酷 或 平衡 (equilibratng) 策 略 可 用 来 进一步 减少 误 盖 传播 。 
在 按 比 例 偶 序 选 主 元 法 中 ,搜索 位 于 主 对 第 线 或 主 对 角 线 下 列 p 的 元 素 , 此 元 素 满足 在 它 所 
在 行 中 , 它 的 绝对 值 相 对 最 大 。 首 先 搜索 行 p 到 行 w 中 的 绝对 值 最 大 的 元 素 , 称 为 * : 





5 = axilesiyiestlylan1ljl， 了 三 万， 下 [13) 
通过 求解 下 式 确 定 行 天 : 
-na 04) 
下 3p Spy1 3 


现在 交换 行 p 和 行 上 ,除非 = 不。 这 样 也 是 为 了 保证 定理 3.9 中 的 矩阵 吕 与 初始 系数 矩 
阵 4 的 对 应 元 素 的 相对 大 小 一 致 。 


3.4.3 病态 情况 


如 果 存 在 矩阵 召 , 当 失 阵 下 和 和 矩阵 4 中 系数 元 素 的 微小 变化 使 得 在 = 4 -18 变化 很 大 , 则 
称 矩 阵 4 为 病态 矩阵 。 如 果 竹 阵 4 为 病态 拭 阵 , 则 方程 组 4 = 吾 称 为 病态 方程 组 。 在 这 种 
情 癌 下 ,计算 解 的 近似 值 的 数值 方法 将 产生 很 大 的 误差 。 

当 4 近似 于 奇异 而 且 它 的 行列 式 接近 0 时 ,可 能 发 生病 态 人 情况 。 当 两 个 方程 表示 的 直线 
接近 平行 (或 三 个 方程 表示 的 三 个 平面 接近 平行 ) 时 ,它们 组 成 的 方程 组 也 可 能 是 病态 的 。 发 
生病 态 情 况 可 能 导致 错误 解 。 例 如 , 设 有 下 面 两 个 方程 ; 

x+2y 一 2.00=0 
2x+37-3.40=0 
将 z=1.00 和 各 =0.48 代入 这 些 “ 峰 乎 等于零” 的 方程 可 得 到 ， 
1+2[0.48) -2.00=1.9%6-2.00= -0.04-0 
21+3(0.48) -3.40=3.44-3.40= 004<0 

这 里 结果 与 0 的 偏差 只 有 +0.04。 而 线性 方程 组 解 的 真实 值 为 * = 0.8 和 =0.6, 因此 近 
似 值 解 的 误差 为 *- 和 =6. 吕 -1.00= -0.20 和 7y- 加 =0.60-0. 和 =0.12。 所 以 仅仅 将 值 代 
人 方程 组 中 不 县 很 可 靠 的 测试 方法 。 图 3.4 中 的 攻 形 区 间 束 表示 “几乎 满足 * 式 (15) 中 的 方程 
的 近似 值 集合 : 

及 =xsy):1x+2r-2.001<0.1 且 12z+37-3.401<0.21| 

在 区 间 如 中 某 些 点 远离 解 (0.8,0.6) ,但 代 人 式 (15) 中 的 方程 后 ,得 到 的 值 很 小 。 如 果 怀 
疑 一 个 线性 方程 组 是 病态 的 , 则 应 该 用 多 精度 算术 计算 。 有 兴趣 的 读者 可 研究 有 关 和 矩阵 的 条 
件数 的 主题 ,可 得 到 这 方面 的 更 多 信息 。 

当 包 人 沼 多 个 方程 时 ,病态 情况 可 能 使 结果 变化 很 大 。 设 求解 三 次 多 项 式 Y= el + ee 后 
+ x+ 64 它 经 过 四 个 点 (2,8),(3,27),(4,64),(5,125)( 很 明显 ,y = 呈 是 要 找 的 三 次 多 项 
式 }。 在 第 $ 章 ,将 介绍 最 小 二 乘法 。 利用 最 小 二 乘法 寻找 系数 时 需要 求解 如 下 线性 方程 组 ， 


《15) 
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了 
1.2 
1.0 
间 8 
站 看 


27+37=3.4 





(0.8.0. 


由 4 
必 了 


， 上 和 上 上 
0 0.5 1 1.5 了 但 





图 3.4 阅 个 方程 都 " 儿 乎 满足 "的 区 城 


20514 4424 9%8 224 ce] 20 514 
4424 98 224 列 cz | 4424 
978 224 有 53 二 ca3 978 
224 有 列 14 4 ca4 224 
使 用 一 个 精度 有 9 位 肥效 数 字 的 计算 机 计算 系数 可 得 ; 
l = .000004， ec = -0.000038， ci =0.000126， cs = -0.000131 
尽管 计算 结果 接近 真实 值 m = 1,ec: = cs = cs =0, 但 可 看 出 结果 中 很 容易 产生 误差 。 如 果 
进一步 将 上 三 角 矩 阵 中 的 系数 al =20 514 改 为 au =20 515, 并 求解 这 个 被 扰动 的 方程 组 。 使 
用 同样 的 计算 机 ,计算 的 结果 为 ; 
cl=0.6428$7， ca =3.75000， ea = -12.3928 和 ec = 12.7500 
这 个 管 案 的 意义 不 大 ,病态 情况 不 易 被 检查 出 。 如 果 轻 微 扰 动 方程 组 的 系数 ,使 得 结果 改 
变 很 大 , 则 可 认为 线性 方程 组 为 病态 线性 方程 组 。 通 常 在 高 级 数值 分 析 教 材 中 详细 介绍 了 与 
此 相关 的 灵敏 度 分 析 。 


3.4.4 MATLAB 


在 程序 3.2 中 ,MATILAB 语句 [A Bj] 用 来 构造 线性 方程 组 48E = 号 的 增 广 矩阵 , max 命令 用 于 
贪 序 选 主 元 策略 中 的 主 元 选择 。 一 旦 得 到 等 价 的 上 三 角 皂 阵 [ 17] ,将 它 分 成 和 了 ,程序 3.1 
用 来 执行 回 代 法 (backsub(U,YT))。 在 下 面 的 例子 中 显示 了 对 这 些 过 程 和 命令 的 使 用 情况 。 


例 3.19 《al) 使 用 MATLAH 构造 例 3.16 中 的 增 广 和 给 阵 ; (hb) 合用 max 命 今 求 系数 蛤 阵 上 种 列 1 
中 绝对 慎 最 大 的 元 素 ifc) 将 式 (11) 中 的 增 广 矩阵 分 解 成 系数 矩阵 檀 和 常数 矩阵 
了 ,形成 上 三 角 并 性 方程 组 全 = 了 。 


《aj 构造 增 广 天 阵 为 : 


>>a=[1214 和 2043i42217 -3133]i 
>>B=[1328206] 
> > augz=[&aB] 
RS = 

121413 

204328 

422120 

-31326 
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fb) 在 下 面 的 MATLAB 显示 中 ,aa 是 红 阵 点 的 第 一 列 1 中 绝对 值 最 大 的 元 素 ,j 是 行 数 : 


> > [aa 了 j= maxfabpesfaf1:4,17)| 


{c) 设 Augup= [FIY] 是 (11) 中 的 上 三 角 瓶 阵 。 则 有 : 


> > augup=[121413i0 -42 -52800 -5 -3.5 -3563000 -918]; 
> > U= Pacupf1:4,1:4) 


U= 
1.5000 2,.0000 1.0000 4.0000 
品 -4.9000 au00 -5S5.0000 
册 怠 一 瑟 .08OD 一 了 了 .5500 
曲 尼 品 一 是 .DODD 
> >Y=ausupf1:4,5) 
= 
| 
驻 
一 35 
一 了 各 





程序 3.2 { 上 三 角 变 换 和 回 代 过 程 ) 为 构造 4 下 = 吾 的 解 ,首先 将 增 广 矩阵 [4 | 吾 ] 变 
换 成 上 三 角 抵 阵 ,再 执行 回 代 过 程 





function X = Uptrbk(a,B)》 

多 InPut -下 isamnKRXMnonsingular Inatr 交 

竺 - 1I9 anRXTLTmatIix 

千 Output - 蚊 i8 an 机 区 1 mattrix eeontatining the aoluation te MX = 瑟 ， 

晶 工 半 七 于 2 所 时 attd ne 上 emDoraTy storage mattixX 怠 
[NN]=sizefa); 
X= zeresf 115 
人 = zeITGS(T ,人 +) 

$ Form the augrmented amtrixiaug= 有 | 了 B] 
Duag= [了 3]; 

荆 or 五 = 了 :了 柯 一 圭 
和 PaTtial 久 -2voting for Column P 
[Y, 计 = max(abs(augtp:N,P)))i 
车 InEerchange rowPD and jj 
CRuag(P，:0 
aucftp, := Rug(J+P-1。:); 
augfJ+DP-1I,: =; 

让 Ruagtpp) == 晶 
"aawas singular. Wo uniague solution* 
Dreak 

Pr 

攻 卫 1imjinatticon Process Eor eolumrm 也 
for KK= 了 +1: 可 

了 = PaSCK:p)AandfP,P)i; 
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auagfgkspT+1)=aag(k PIT+1T) -mx#augfP pi 末 +1)i 
ED 
em 
和 Bacx Substitutien on [UIY] using PReodram 3.1 
X= backSsubfaugfl:N ,1:N) au: +17)3 


3.4.5 高 斯 消去 法 和 选 主 元 的 练习 


在 练习 1 到 练习 4 中, 证明 线 件 方程 组 4 于 = 下 等 价 于 上 三 角 线 性 方程 组 5 下 = 了 ,并 求解 
方程 组 。 . 
1， 241+4x2 一 06c3 = -4 281 二 43 一 6Gxy = 一 咎 


xl1+3xz+3c= 10 3 +6x3 = 12 

YX1 十 3xa +T2x3= 3xas= 3 

2. X1 二 YXz 寺 6rs 二 了 Xi 二 3 二 6xa= 了 
-AI+2xa+o9c= 了 3xa+15x3= 了 
%1-2xo+3xs= 10 12xs = ]2 

3， 2xi-2xz+Sx= 看 2xl ~2xz+5Sxt= 
24T 二 3%2 t+X3 二 13 S42 -4x3= 了 

一 AT+Td4xa 一 453= 3 0.953 = 工 .8 

4， -53% +T2xo 3 一 一 一 951 +252 一 如 二 一 
党 十 人 ga 343 一 三 D.4*y +2.8xy =4.8 

3xl + 二 6 = 17 -10xs = -10 


5. 求解 抛物 线 y = 4 + 瑟 + Cx? 的 参数 , 抽 物 线 经 过 点 (1,4),(2,7) 和 (3,14)。 

6. 求解 抛物 线 7 = 4 + 栈 + Ce: 的 参数 ,抛物 线 经 过 点 (1,6),(2,5),(3,2)。 

7. 求解 三 次 曲线 = 4 + 环 + Ce + Dr; 的 参数 ,三 次 曲线 经 过 点 (0,0),(1,1),(2,2)， 
(3,2)。 

在 练习 8 到 练习 10 中 ,证 明 线 性 方程 组 4K = 吾 与 上 三 角 线性 方程 组 z 民 = 了 等 价 ,并 求 

解 方程 组 : 


8 4xi+8xs+45+Or = 8 4xi +8xs +4x3+0x = 8 
X1 二 3452 十 dx 一 384 = 一 中 3Y%y +3x3 -38 二 一 右 
x+4xs +7x 2 = IT0 4z; +4x, = 12 
zl1+3x2+T0Ox3 一 2x = -4 和 = 了 

9， 2x0T4xa 一 4Y3+0Oxl = 12 22%1+4x3 一 4x3 +0Ox = 12 
wl+Sxz 一 SSx3x= 18 3xa -3xa-3x = 12 
2251+3xa+3 妇 二 3x4= 名 4x3 +T2x = 日 
xl 二 4xz 一 2r3+2x = 3x4 = 一石 

10. 4 十 2Xz ++0Oxi 一 2 二 9 X| 十 了 Ya +0Oxy 一 4 二 9 ， 
2X1+3xa 一 +Oxz = 一 和 2 一 Xi+2x = 一 9 


DOxi+4xa +2x3 一 Sx = 26 -2xa+3xe= -10 
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Sxyl +3xa +2x3 一 4x4 = 32 1.Sx4 = 一 3 

_ 求解 下 列 线性 方程 组 ， 
光 1] 十 友和 2 一 了 
2X%1 十 3Yy 一 网 一 入 
4xa +23234 十 38 = ] 
24%3 一 44 = 12 

. 求解 下 列 线性 方程 组 : 

克 ] 十 宛 2 = 5 


xi 一 区 十 号 %3 = 一 
3xa 一 dx +2x4 一 雹 
224 -6x4 = 了 


- Rockmore 公司 考虑 购买 一 台新 的 计算 机 ,或 者 是 DoCood 174 ,或 者 是 MightDpo 11。 公 司 


通过 求解 下 列 线性 方程 组 ,以 测试 计算 机 的 能 力 : 
34r+557 -21=0 
55xr+897-34=0 
DoGood 174 计算 机 的 结果 为 x= -0.11 和 了 =0.45, 将 它们 代 人 方程 组 进行 精确 性 检 
查 得 到 : 
34( -0.11) + 55(0.45) -21 = 0.01 
5 -0.10) + 有 9(0.45) -34=0.00 
MightDo 11 计算 机 的 结果 是 x = -0.99 和 7 = 1.01, 将 它们 代 人 方程 组 进行 精确 性 检 
查 得 到 
34( - 0.%) +5(1.01) -21=0.89 
55( -0.9) +89(1.01) -34=1.44 
哪 一 台 计算 机 的 答案 更 好 ? 为 什么 ? 


. 利用 全 偏 序 选 主 元 策略 的 高 斯 消去 法 和 (这 按 比 例 偏 序 选 主 元 策略 的 高 斯 消去 法 , 求 
解 下 列 线性 方程 组 ， 
(aj 2xi - 3xa+ 100x;=1 fb) x+ 2022- +0.001x; =0 
x+ 10xs -0.001x: = 站 2x1-- SSxz+ 30x- 0.1xr=1 
3xl ~ 100x + 0.0tx =0 3 + ja-100xr-- 10x, = 站 0 


2x1 一 100x2 一 这 3 十 4 二 人 


， Hilbert 此 阵 是 一 个 典型 的 病态 先 阵 ,如 果 对 它 的 系数 进行 微小 扰动 ,可 对 线性 方程 组 


的 解 产 生根 大 的 改变 。 
(a) 用 4x4 阶 Hilber 康 阵 求解 4 = 确 的 精确 解 (用 分 数 表 示 所 有 的 元 索 并 进行 精 
确 计算 ): 


104 副 慎 方法 (MATLABR 版 ) 


1 1 1 
1 这 于 下 
1 1 1 1 
机 2 3 4 5 -|0 
了 工 | 10 
3 4 5 6 0 
1 工 工 上 
4 5 6 了 
(?) 使 用 精度 为 4 位 有 效 数 字 的 算术 计算 求解 4X = 了 
| 00 0.35000 0.3333 0.2500 
10.5000 0.3333 0.25300 D.2000 如 


4=|10.3333 0.2500 0.2000 0 .1657|， 
0.2500 0.2000 0.1667 0.1429 
注意 : (by 中 的 系数 抢 阵 是 (ay 中 系数 宣 阵 的 近似 值 ， 


3.4.6 算法 和 程序 


1. 许多 科学 应 用 包含 的 抢 阵 带 有 很 多 宕 。 在 实际 情况 中 有 如 下 形式 的 重要 三 角形 线性 
方程 组 (参见 练习 11 和 练习 12) : 


喇 与 怠 一 


加 4 十 PE = 由 
在 1 光 1 十 加 4 十 人 和 3 = 几 
人 2 和 十 加 3 十 中 天 4 一 芭 3 


Gnw-22N-2 十 gw-1%w_i 二 CN-UNw = ai 
Gw-1Xw -1 二 ww 二 
构造 一 个 程序 求解 三 角形 线性 方程 组 。 可 假定 不 需要 行 变 换 , 而 且 可 用 第 不 行 消去 
第 天 +1 行 的 第 

. 使 用 程序 3.2, 求 6 次 多项式 y=G1+eaz+E 和 + 嫩 Na 的 人 +a 的 系数 ， 
它 经 过 点 (0,1),(1,3),(2,2)，(3,1,(4,3),(5,2),(6,1)。 使 用 plot 命令 画 出 多 项 式 
和 上 面 所 给 定 的 经 过 点 ,并 解释 图 中 的 偏差 。 

。 使 用 程序 3.2 求 解 线性 方程 组 4 到 = 如 ,其 中 砷 = [yjwxw， 人 二 z 而 且 吾 = [ 区] wa ? 
其 中 加 = 交 而 且 如 =( 人 -Di-1D 或 1z2。 设 四 =3,7,11, 精 确 解 为 X=[l1 1 
.1 1。 解释 计算 结果 与 精确 解 的 偏差 。 

. 构造 一 个 程序 ,将 程序 3.2 中 的 偏 序 选 主 元 策略 改 成 按 比 例 候 序 选 主 元 策略 。 

. 使 用 问题 4 中 构造 的 按 比例 偏 序 选 主 元 策略 程序 ,求解 问题 3 中 W = 11 的 线性 方程 
组 。 解 释 计算 结果 为 何 比 问题 3 的 计算 结果 好 。 

6. 修改 程序 3.2, 使 得 它 能 有 效 地 求解 具有 相同 系数 矩阵 4 但 常数 矩阵 不 同 的 扩 线性 

方程 组 集合 。 对 线性 方程 组 集合 如 下 所 示 ， 


tw 


We 


wm 让 


第 3 章 线性 方 香 组 48 = 电 的 数值 解法 105 


4 = 下， 1 = 下 ，…， 册 于 = 吾 ， 

7. 下 面 的 问题 虽然 是 针对 3x3 阶 抢 阵 ,但 其 概念 可 用 于 六 x 灰 航 抱 阵 。 如 果 和 矩阵 4 非 
奇异 , 则 47 存在 ,而 且 44 1 =T。 设 Cl,ca,Ccs 是 4 的 列 ,而 五 ,至 ,, 玖 ;是 了 的 
列 。 方 程 由 -= 了 工 可 表示 为 ; 

4 CC Ci-=[， 巨 ， 五 ] 
则 .上 式 等 价 于 三 个 线性 方程 组 : 
4C = 百 ,， 4C; = 妞 :和 4C; = 到， 
这 样 求 4 等 价 于 求解 三 个 线性 方程 组 。 
使 用 程序 3.2 或 问题 6 中 的 程序 求解 下 面 每 个 矩阵 的 送 。 通 过 计算 44 -: 和 使 用 命令 
inv(4A) 检 查 答 案 ,并 解释 可 能 的 差异 ， 








16 -120 2 -1 

“0 1 -120 1200 -2700 1680 
人 3 25 | 2 -2700 Gao -4200 
-140 1680 -4200 2800 


1 -1 0 


3.5 三 角 分 解法 


在 3.3 节 中 ,可 以 看 到 求解 二 三 角 线 件 方 程 组 很 容易 。 现 在 介绍 将 给 定 和 矩阵 4 分 解 成 下 
三 角 和 矩阵 工 和 上 三 角 和 矩阵 忌 的 乘积 的 概念 。 这 里 下 三 角 和 矩阵 工 的 主 对 角 线 为 1, 上 三 角 和 矩阵 
的 对 角 线 元 素 非 零 。 为 了 便于 表示 ,这 里 主要 使 用 4x4 和 阶 和 矩阵 表达 各 各 概念 ,但 这 些 概念 
也 可 用 于 任意 六 x 交 阶 矩 阵 。 


定义 3.4 如 果 非 奇 民 矩阵 4 可 表示 为 下 三 角 第 阵 工 和 上 三 角 和 矩阵 芒 的 蒜 积 ， 





凡 = 工 U7 《1]》 
则 4 存在 一 个 三 角 分 解 。 
用 和 矩阵 形式 可 表示 为 ， 
CI Ca 23  GH 1 0 0 1 人 [TB aa 
SG2 Ca3 Go mal 1 0 00 本 本 ia 
3 GE22 33 人 34 1 ma 1 0|0 0 aa za 
CC4 Go 0 GE Pi me ma 10 0 0D ua 


怎 阵 4 非 奇异 的 条 件 为 对 所 有 上 有 ww 关 0。 工 中 元 素 表示 为 m, 。 后 面 将 解释 选择 nm 而 
不 是 专 的 原因 。 


3.5.1 线性 方程 组 的 解 


设 线性 方程 组 48 = 互 的 系数 惩 阵 4 存在 三 角 分 解 式 (1) ,由 线 件 方程 组 可 表示 为 ， 
了 ZE = 瑟 《2) 
而 方程 组 的 解 可 通过 定义 了 = FX 并 求解 下 面 的 两 个 方程 组 得 到 
首先 对 方程 组 5 了 = 召 求 解 了 ;然后 对 方程 组 TY = 了 求解 克 (3) 
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-必须 首先 求解 下 三 角 线 性 方程 组 : 


和 = 必 ! 
了 zl 十 2 = Da (人 
玖 和 1 十 于 防 2 十 7y3 = 5 


丽 4 帮 十 殉 本 2 十 玩 和 7 十 4 二 六 4 
得 到 了 > JayY34ob 然后 使 用 它们 求解 上 三 角 线性 方程 组 ; 
也 1 立 1 十 到 12 训 宰 汪 于 13 完 3 十 下 二 训 4 一 Y1 


天 和 区 2 十 下 区 光 3 十 下 到 4 二 2 


(3 
开 扫 和 3 十 于 下 光 4 二 和 
44 光 4 二 了 4 
例 3.20 求解 
%l1 十 2%2+ 生 x+ %4 二 2] 
Xi 二 8xaT Ni 十 4 二 52 
3x1+10xa: + 8x3 +8xs = 79 
4x1 + 12x2 + 10x3 +6x4 = 82 
和 解 : 
利用 三 角 分 解法 和 如 下 等 式 , 可 得 : 
1 2 4 1 1000T1 2 4 
-228642100104 -2 -rr 
3 区 部 311 01I00 -2 3 
4 412 10 6 412 1 -000 -6 
使 用 前 向 替 摘 法 求解 7Y = 妞 : 
3 =21 
2Y1 十 ya = 32 6) 
3 了 yi + ya + 和 3 = 了 9 


4 和 + 和 +2 放 二 人 三 82 
得 到 值 yj =21, 和 =32-2(21)=10, 为 =79-3(20)-10=6,y =82-4021) -10-2(6) = 
-外 ,或 表示 为 了 =f21 10 6 -24]。 接 下 来 将 方程 组 BE = 了 表示 为 ， 


X1 二 2X2+d4x3+ 3% = 2 
本 Ya 一 2%3 十 了 %4 二 训 
(7) 
一 223 十 32%4 三 6 
一 丰 和 4 二 一 24 


现在 利用 回 代 法 可 得 到 值 加 = -24/(-6) =4,m =(6-3(4))M -2)=3， = (1I0-2(41 
+23)) 人 4=2,5=21-4-4(3)-2(2] =1, 或 表示 为 下 =[1 2 3 4]'。 


3.5.2 三 角 分 解法 
现在 总 论 如 何 得 到 撼 阵 的 三 角 分 解 。 当 使 用 高 斯 消去 法 时 ,如 果 行 交换 变换 不 是 必须 的 ， 
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则 倍数 mi 是 工 中 的 子 对 角 线 元 素 。 
例 3.21 使 用 高 斯 消去 法 构造 下 列 拭 阵 的 三 角 分 解 : 


线 3 一 上 
4-| -: 一 人 
1 2 6 
解 : 


通过 将 单位 天 阵 了 放 在 4 的 上 堪 边 来 构造 纸 阵 王 。 对 每 个 用 来 构造 上 三 角 和 矩阵 行 变换 ,将 
倍数 mr 就 在 左边 的 对 应 仁 置 。 科 始 婚 阵 为 : 


1 0 0 4 3 一 1 
U 1 0 -2 -4 5 
00 1 1 了 6 


用 行 1 消去 手 阵 4 的 列 1 中 an 下 面 的 元 素 。 行 2 和 行 3 分 别 减 去 行 1 乘 倍数 m = - 
0.5 和 ma =0.25。 将 倍 副 放 到 矩阵 的 左边 相应 位 置 ,结果 为 ; 
1 0 01T4 3 -1 
-0.5 1 | -2.5 四 
0.25 0 IJL0O0 1.25 6.25 


用 行 2 消 去 列 2 中 对 角 线 下 的 元 素 。 行 3 减 去 行 2 乘 倍数 mm = -0.5, 再 将 倍 教 该 入 三 
阵 志 边 , 则 可 得 到 矩阵 4 的 三 衣 分 解 ， 


0 0]1T4 3 =-1 
一 心 .3 1 010 -2.5 4.5 (8) 
0.25 -0.5 1 -0 0 8.5 


定理 3.10(A= LU 的 直接 分 解 ,无 行 交 换 变 换 ) ” 设 无 行 交 换 变 摘 的 高 斯 消去 法 可 求解 一 般 线 
性 方程 组 4X = 吕 , 则 怎 阵 4 可 分 解 为 一 个 下 三 角 和 矩阵 世 和 一 个 上 三 角 抢 阵 的 乘积 ， 
4= 了 工 
而 且 工 的 对 角 线 元 素 为 1, 的 对 角 线 元 素 非 零 。 得 到 了 上 和 耳 后 ,可 通过 如 下 步 驮 得 到 蕊 ， 
1. 利用 前 向 替换 法 对 方程 组 ZY = 如 求解 了 
2, 利用 回 代 法 对 方程 组 r 克 = 了 求解 总 


证 明 ; 当 执 行 高 斯 消去 过 程 ,并 将 召 存 人 增 广 抢 阵 中 ( 增 广 上 矩阵 有 + 1 列 ) 时 ,上 三 角 分 
解 处 理 后 的 结果 是 等 价 的 上 三 角 线 性 方程 组 rE = 了 Y。 和 矩阵 开 , 了 ,下 ,了 有 如 下 形式 ， 


过 = 





迪 = 





通 = 





人 

1 0 0 0 GTA+l 

rm 0 0 3 

工 =| ma ma 1 0， 有 =| aa 
FE 放 m 了 有 于 《mW 


在 疡 本 + 
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《人 1 f ?1 (人 


急 1 在 有 他 13 的 好 1 放 +1 
2 入 12? (2 

间 在 名 2 人 @2 w+ 
3 了 一 人 3 

芝 = 0 癌 ea 
. 1 (站 

用 0 人 和 如 mw+1 


注 : 如 果 只 寻找 工 和 了 殖 , 可 不 需要 增 广 矩 阵 的 第 +1 列 。 
第 1 落 : 将 系数 存 人 增 广 矩阵 。a 和 的 上 标 表示 位 于 和 抢 阵 {r,c) 处 的 值 是 第 一 次 存放 的 : 


{) 人 人 fi 加 
伴唱 在 12 好 虽 | 84 


1 上 atD | 








他 3 2] 33 28 | @ 证 +1 
妇 1 可 ML》 fi fy 

他 31 全 也 人 3 3 
fy 1 上 ) {) 

好 站 | 丰 有 有 了 


第 2 步 : 消 去 行 2 到 行 w 中 的 ,并 将 用 于 消去 行 r 中 的 * 的 倍数 mm 人 存 人 矩阵 (r,1) 
处 : 
for rr=2: 交 
ms ao 
for ec=2:m+1l 


it (1) 。 
但 二 人 一 了 


end . 
新 的 元 素 写成 <2, ,表示 在 矩阵 中 的 位 置 {r,e) 处 第 二 次 存放 的 值 。 执 行 步 双 2 后 的 结果 
为 : 


人 1 《 人 习 《 


在 1 区 12 作 13 GEIw | CGI w+l 
( 人 他 ) | (2 
ml 人 砍 和 2 婚 中 企 2w | 2 w+l 


人 (2 《2 
了 31 和 委 让 习 本 3 | 号 3 让 +r1 


(2 (2 人 1 地 } 
TEN 如 用 了 ”| 


第 3 步 :消去 行 3 到 行 中 的 必 , 并 将 用 于 消去 行 中 x 的 倍数 ms 存 人 和 矩阵 (r,2) 处 ; 
for r=3: 上 


mo = 多/a 
候 r2 二 mr2 3 

forc=3:A+1l 

end 


end 
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新 的 元 素 写 成 cg ,表示 在 矩阵 中 的 位 置 ( r,c) 处 第 三 次 存放 的 值 。 热 行 步 又 3 后 的 结果 


人 3 【二 f 1 人 

他 1 经 12 你 1 19 
12) 上 3 人) 人 

了 21 此 委 好 2 ”1 
(9 网 人 3》 人 

7 用 扩 让 稍 它 3 放 | 灾 3 交 +1 
但 ] 1 | 

FRI RPR CE 有 1 


第 p+1 步 :这 是 一 般 步 骤 。 消 去 行 + ! 到 行 w 中 的 羽 , 并 将 用 于 消去 行 " 中 的 加 的 倍 


数 存 人 矩阵 (r,p) 处 ， 


for r= 王 二 1:W 
7 = 人 /ae 
Gp 二 Po 


fore=p+l:w+i 


闻 _ at 一 mn ao ， 
end 
end 
将 行 六 中 的 xw-: 消 雪 后 得 到 的 最 终结 果 是 : 

| 
mo 

六 31 邢 纪 a 呈 a 妇 Ga 1 

疯 M 了 理 有 到 用 GMW < 名 





上 三 角 处 理 过 程 执行 完毕 。 杜 注意 只 使 用 了 一 个 数组 保存 克 和 苞 中 的 元 素 。 世 中 的 对 
角 线 元 素 1 没有 保存 ,而 且 工 中 位 于 对 角 线 上 的 元 素 0 和 忆 7 中 位 于 对 角 线 下 的 元 素 0 也 没有 


保存 。 只 有 用 来 重 构 王 和 忌 的 系数 元 素 才 被 保存 。 
现在 验证 BF =4。 设 瑟 = 工 7, 而且 当 7 过 c 时,d 表示 为 : 


村 = 和 二 这 二 由 十 多 人 


使 用 步骤 1 到 步 又 p+ 1= r 中 的 蔡 换 方程 ,可 得 到 如 下 幸 换 : 


【1 0 @ 包 
Tai G1e 二 站 全 


ma 多 = -8 
ma 
将 式 (10) 中 的 表达 式 代 人 式 (9) 中 ,可 得 到 ; 
帮 = @) 一 可 亿 十 人 一 人 人 十 十 间作 一 Ga 人 十 名 人 一 


对 于 其 他 情况 , 即 >> e 时 ,可 进行 类 似 的 证 明 。 


〔9 


《10) 
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3.5.3 计算 复杂 性 


高 斯 消去 法 和 三 角 分 解法 的 三 角 化 过 程 是 一 样 的 。 如 果 观 察 定 理 3.10 中 增 广 先 阵 的 前 
入 列 , 则 可 得 出 方法 的 计算 次 数 。 

第 p+1 步 的 外 层 循 环 需要 六 -p=-(p+ 了 JJ+1 次 除法 来 得 到 倍数 m。。 而 在 循环 内 ， 
对 前 m 列 , 需 要 (- p)(W- p) 次 乘法 和 相同 次 数 的 减法 来 得 到 新 的 行 元 素 el*b 。 这 个 过 
程 对 =1,2,..…., 六 -1 都 要 执行 。 这 样 4 = 5 的 三 角 分 解 部 分 需要 








(w -mw-p+1D -= 乞 子 Y 次 乘法 和 除法 (GD) 
以 及 : 
N-P -nm -= 绽 =3A +W 次 减法 (D) 


通过 利用 下 列 求 和 公式 可 得 到 式 (11)， 
2 开 ( 有 +1) (TD(2 朵 + 了) 
= 2 各 人 1 = 5 





使 用 变量 上 = 六 ~ p 重 写 式 (11) 可 得 ; 
yw -pw_ pr+D- > (N -P) + (w -了 
3 


LVY-DR (YUDONON -1 
= 一 一 十 6 


下 


十 





当 得 到 4 = ZL 的 三 角 分 解 后 , 接 下 来 求解 下 三 角 线 性 方程 组 FF = 互 将 需要 0+1+，…+ 
-1=(r - 交 )/2 次 乘法 和 减法 ,但 不 需要 除法 ,因为 工 的 对 角 元 素 为 1。 然 后 求解 上 三 角 
线性 方程 组 UKX = 了 需要 1+2+…+ 站 =( 归 + /2 次 乘法 和 除法 ,还 需要 (2 - 六)/2 次 减 
法 。 这 样 求解 EX = 四 需 要 : 

” 次 乘 法 与 除法 ,以 及 要 -下 次 减法 

可 以 看 到 整个 求解 过 程 中 三 角 分 解 部 分 占 了 主要 的 计算 量 。 如 果 对 线性 方程 组 求解 多 
次 ,而 每 次 的 线性 方程 组 的 系数 矩阵 4 相同 , 列 矩阵 召 不 同 , 则 如 果 保 存 了 三 角 分 解 因子 .就 
没有 必要 每 次 进行 三 角 分 解 了 。 这 也 是 通常 选用 三 角 分 解法 而 不 是 消去 法 的 原因 。 然 而 如 果 
只 求解 一 个 线性 方程 组 , 则 除了 三 角 分 解法 要 保存 倍数 外 ,两 个 方法 是 一 样 的 。 


3.5.4 置换 矩阵 


定理 3.10 中 4 = ZL 的 三 角 分 解 假 设 不 存在 行 交换 。 这 可 能 使 得 一 个 非 奇 异 矩阵 4 不 
能 直接 分 解 为 & = 7。 


例 3.22 证 明 下 列 短 阵 不 能 直接 分 解 为 4 = Fr， 
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1 2 6 
| 4 8 -II 
-2 3 


5 





证 明 : 


设 4 看 在 一 个 直接 了 工 U 分 解 , 则 : 
1 0 日 | 
了 1 1 00 am pm 【13) 


1 2 避 
| 4 8 -|- 
于 3 5 7031 天 1 站 0 下 要 


式 (13) 中 右边 的 给 阵 卫 和 了 1 相 乘 并 与 对 应 的 竹 阵 盘 中 的 元 素 进 行 比较 。 在 列 1 中 ,1= 
1an ,然后 ,4= mauil = na 最 后 , -2= aa = ma 在 列 2 中 ,2=1ao, 然 后 ,8= mm abs 
=(4j{(2) + ua 这 表示 bm =0, 最 后 ,3= mit+maaa=( 一 2)(2)+ mafD0) = -二 ,这 里 
产生 了 了 矛盾。 所 以 各 没有 一 个 世 7 分 解 。 


前 站 个 正 整 数 1,2,…,w 的 一 个 置换 是 这 些 数 的 一 个 确定 顺序 的 排列 后 ,已 ，… ,各 。 例 
如 ,1,4,2,3,5 是 5 个 整数 1,2,3,4,5 的 一 个 置换 。 
在 下 面 的 定义 中 将 使 用 标准 基 向 量 玉 = [00... 0 1; 0...0] .=1,2,，…,N。 


定义 3.5 一 个 Ax 六 置换 矩阵 是 一 个 在 每 一 行 和 每 一 列 只 有 一 个 元 素 为 1, 而 其 他 元 素 
为 0 的 矩阵 。 下 的 行 是 单位 矩阵 行 的 置换 ,可 表示 为 ; 
已 = [再 再 (14) 


- 了 = 起 
请”to 其 他 情况 


例如 ,下 列 4x4 矩 阵 是 一 个 署 换 矩 阵 ， 





己 = [py] 的 元 素 有 如 下 形式 : 


厚 = 


0 0 
六 0 
0 1 = [五 "， 吾 1 五 '; 五 3 (15) 
1 


0 1 
1 0 
0 0 
0 0 
定理 3.11f 设 己 =[ 豆 5 玉 a … 下] 是 一 个 置换 矩阵 。P4 是 一 个 新 的 矩阵 , 它 的 行 
是 将 4 中 的 行 按 行 而 4 , 行 六 和, 行 玉 4 调整 顺序 后 形成 的 。 


例 3.23 设 生 为 4x4 拖 阵 , 已 为 式 (1$) 中 的 置换 虐 阵 , 则 列 矩阵 中 的 行 是 特点 中 的 行 调整 
顺序 后 形成 的 ,顺序 为 第 1,2,3,4 行 对 应 于 笛 中 的 第 2,1.4,3 行 。 


解 : 

通过 计算 超 阵 乘积 ,可 得 ， 
0100Ta an an an aa ED Ga 可 对 
1 00 0a aa aa ad GT 人 2 EGG 如 二 
疙 站 有 12 Ga Ga 如 和 
0 0 1 的 -ed Go CH C3l  C2 G3 让 34 
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定理 3.12 如 果 4 是 非 奇异 矩阵 , 则 存在 一 个 置换 抢 阵 己 , 使 得 吏 存在 三 角 分 解 ， 
隐 = 工 5 (16) 
定理 的 证 明 可 参见 高 等 线性 代数 教材 。 
例 3.24 如 果 将 例 3.22 中 矩阵 的 行 2 和 行 3 进行 互 换 , 则 得 到 的 24 有 一 个 三 角 分 解 。 
互 换行 2 和 行 3 的 置换 虑 阵 为 严 = [五 |， 盏 ， 吾 ;]'。 计 算 现 的 乘积 可 得 : 
100T 12 6 12 6 
[ 0 如 4 8 -由 -| - 3 5 
0 10 -23 5 48 -1 
现在 利用 不 带 行 训 摘 的 高 斯 消去 法 可 得 : 


主 元 -> | 








ma 三 一 人 | 一 


上 Fo 1 一 
1 he 
(nn 人 \ 

L- . .。 1 


可 3 二 十 


从 行 2 和 列 3 中 消去 za 后 ,可 得 : 


1 2 6 
主 元 -0 7 17|= 
0 0 -5 


玖 嫉 三 蜂 


3.5.5 扩展 高 斯 消去 过 程 


于 面 的 定理 是 定理 3.10 的 扩展 , 它 包含 对 行 交 换 的 处 理 。 这 样 三 角 分 解法 可 用 于 任何 4 
是 非 奇异 矩阵 的 线性 方程 组 4X = 吾 。 


定理 3. 14 ! 非 直接 分 解 :P4 = LP) 设 4 是 一 wx 站 算 阵 ， 假设 高 斯 消去 法 可 求解 经 过 行 
变换 的 一 般 线性 方程 组 4X = 召 。 则 存在 一 个 置换 矩阵 忆 , 使 得 Ph 可 分 解 为 一 个 下 三 角 上 矩阵 
互 和 一 个 上 三 角 符 阵 B7; 
到 = 

而 且 可 构造 工 的 主 对 角 线 元 素 为 1, 的 主 对 角 线 元 素 非 零 。 可 用 如 下 4 步 求 出 互 : 

1. 构造 抢 阵 世 , 王 , 严 

2. 计算 列 向 量 到 

3, 用 前 向 替换 法 对 方程 组 7 = 8 求解 了 

4. 用 回 代 法 对 方程 组 TY = 了 求解 开 


注 : 如 果 要 求解 多 个 方程 组 4 = 如 ,其 中 矩阵 4 固定 ,而 列 拭 阵 如 可 变 。 则 步 又 1 只 需 
要 执行 一 次 ,步骤 2 到 步骤 4 根据 不 同 的 吾 求 解 七 。 求 解 天 的 步骤 2 到 步 票 4 的 计算 效率 很 
高 ,需要 DC ) 次 操作 ,而 高 斯 消去 法 需要 0( AN ) 次 操作 。 


3.5.6 MATLAB 


MATIAB 命令 [L,U,P] = lu(A) 可 得 到 下 三 角 竹 阵 工 和 上 三 角 矩 阵 咏 ( 通 过 对 4 进行 三 角 
分 解 ) ,以 及 定理 3.14 中 的 置换 矩阵 王 。 
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例 3.25 对 练习 3.22 中 的 给 阵 4 使 用 MATILAB 命令 [L,U,P] = Ja(A)。 验 证 4 = 三-1FE( 即 
证 明 到 = 了 [7: 
> >&a=[126548 -1 -23 -5]; 
> > [ 工 ,U,E] = 1ufa) 


1.0000 日 人 

-0.5000 1.0000 0 

口 .2500 日 1.0000 
T= 

4.0000 上 .Do0 -1.000D0 

问 7 了.0000 4.5000 

入 站 日 ,2500 
了 = 

号 工 昌 

襄 台 了 

100 


> 2 inwfEP] TD 
了 昌 
4 有 -1 
一 了 3 5 
正如 前 十 所 指出 的 ,研究 人 员 既 常 使 用 的 是 三 角 分 解法 而 木 是 消去 法 。 在 MATLAB 中 的 
inv(aA) 和 det(4A) 也 利用 三 角 分 解法 。 例 如 ,根据 线性 代数 的 理论 ,可 知道 非 奇异 矩阵 4 的 行 
列 式 等 于 (- 1)? det 了 ,这 里 的 己 是 矩阵 4 三 角 分 解 产生 的 上 三 角 矩 阵 , 而 y 是 从 单位 下 阵 了 
得 到 中 所 交换 的 行 的 次 数 。 由 于 五 是 上 三 角 和 矩阵 ,所 以 z 的 行列 式 是 它 主 对 角 线 元 素 的 乘积 
《参见 定理 3.6)。 读 者 可 以 对 例 3. 和 5 进行 验证 , 即 det(4) =175=({ -12(175) =( -1Ty2detf 站 。 
下 面 的 程序 实现 了 定理 3.10 的 证 明 中 撒 述 的 处 理 过 程 。 它 是 程序 3.2 的 扩展 ,并 使 用 部 
分 选 主 元 策略 。 由 偏 序 选 主 元 带 来 的 行 交 换 记 录 在 矩阵 忍 中 。 然 后 在 前 向 替换 步骤 中 使 用 
矩阵 有 求解 定 阵 了 。 








程序 3.3【PA= LU: 带 选 主 元 的 分 解法 ) ”构造 线性 方程 组 4E = 吾 的 解 , 这 里 4 是 非 
背 异 抢 阵 





functionmX = lufactfa,B) 
千 InERUL 一 在 Ian 于 区 本 InattiX 
生 - 卫 isanMNXTLTatTIX 
第 CutBuE ~ 基 i amnNXT3atrix contatning the sotution to ax = 日 ， 
千 Ti ialize X Tthe temporaryr S 避 基 旺 可 扯 TI 七 季 本 X 站 外 四 局 廿 he TeCw 
外 PeTTnLt aa 上 Im ntorrmation tinatzix 及 

f{N,N] = sizef); 

X= zerosfM .1l); 

Y= zerostI,1); 

人 = zerbesf .7 

及 = 工 : 工 ; 


tetr 世 =1:H- 工 
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3.5.7 


1. 
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锡 RhnaG 上 he 区 ivot row for colunmm 也 
[max1l ,jj] = max(abs(aftp:N,P)))i 
等 TnteTrCHange zcw P anq ] 
己 = 站 Pi 
玉 (Py = 了 + 下 1 
及 十 一 1 = 
QG= RDp]5 
RIP)》 = RA 林 + 了 一 工 ); 
Rij+E-I1)= dy 
让 Ap,P) == 
"is singular，Ne uniaue solution 
所 全 旦 区 
ED 中 
币 和 alLCUILate iu1LLiPlLier anq Place in Supdaiagonal Porticn cf 色 
for 故 = 古 + 工 : 末 
mt = 有 (KDJARCP ED 
&RCK,P) = inult; 
RCIKP+TNJ=RAKP+LIN) 一 multsatpP+1iNyi 
er 
全 了 可 
千 SO]LVweB Eor 了 
EL) = BRCL)i 


寺 er KE = 2: 
YCk) = BCRK)) -ak 1:x-1)xYTLIK-1) 
End 


对 呈 D]Ywe 于 DY 站 
XI = Y(CONYAaCE NT 
EerK= 避 -1: 一 工 : 
X(k) =《Y0Oc) -akK+1NJAXK+1:N)JAaCk k)， 
已 DOQ 


三 角 分 解法 的 练习 

(及 吾 =[-4 10 5 (中 吾 =[20 4 3 4= 并 5 表示 为 ; 
2 4 - 1 0.0r2 4 -6 
| 5 -| 1 | 3 
13 2 l2 13 1JL00 3 


求解 ZI 了 = 引 , 7 = 了 ,并 验证 四 = 4。 
(a 有 下 =[7 2 10] (5b) 吾 =[23 35 7]， 4 = 了 7 表示 为 ， 


] ] 6 1 0 0IT1 1 5 
-1 2 3|=| -1 1 下 3 
1 -2 3 1 -1 1 -00 了 垃 


求解 7 = 下 ,7 = 了 ,并 验证 号 = 4T。 


对 下 列 答 阵 求解 它 的 三 角 分 解 工 和。 


-3 2 -1! 1 0 3 
o| 1 0 | 中 3 1 
3 1 6 -5 2 -1 
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4 对 下 列 矩 阵 求解 它 的 三 角 分 解 工 和 忌 。 


4 2 1 1 -2 7 
{ay) : 5 -| (b》 | 2 | 
1 -2 了 7 2 5 -2 


5. (aj 下 =[8 -4 1 -4 人) 再 =[ 下 妇 23 4]/ 


入 = 了 工 f 表示 为 : 
4 员 才 0 1 0 DO0IT4 8 4 0 
154 .| 二 0 0los33 -3 
147 2 志 和子 10loo4 14 
1 1 1 
130 -了 本 -HEO0 1 
求解 L7 = 下 , UK = 了 ,并 验证 及 = 4 大。 
6， 对 下 列 此 阵 求解 它 的 三 条 分 解 工 和 了 7。 
1 104 
2 -150 
5 212 
-3 0256 


7.， 试 推导 出 式 (12) 中 的 公式 。 
8 证明 在 下 面 的 情况 下 三 角 分 解 是 惟一 的 :如 果 矩 阵 4 非 奇 异 ,而且 志 PP =4= 瑟 也， 
则 元 = 疡 , 且 忆 = 芒 。 
9. 证 明定 理 3.10 中 r> e 的 情况 。 
10. (a) 通过 对 下 列 置 换 矩 阵 证 明 本 ' = 了 = 严 P 来 验证 定理 3.12。 
0100 
0 
1 


及 = 


忆 司 导 
一 已 呈 


0 
0 
0 
《b) 证 明定 理 3.12。 提 示 :利用 矩阵 乘 定义 ,以 及 下 与 天 的 每 行 和 每 列 只 有 一 个 元 素 


为 了 的 事实 。 
11. 证 明 一 个 上 x 克 于 三 角 矩 阵 的 道 也 是 一 个 上 三 角 和 矩 阵 。 


3.5.8 算法 和 程序 
工 . 使 用 程序 3.3 求解 线性 方程 绝 4= 吾 , 其 中 : 


了 3 5 7 了 1 
2 -1 3 5 2 
成 = 百 = 
0 0 2 5 和 了 
-2 -6 -3 1 二 


使 用 MATLAB 中 的 [L,U,P] = Iu(A) 命 令 检 查 得 到 的 答案 。 
2 使 用 程序 3.3 求解 线性 方程 组 4 = 吾 , 其 中 4 = [am]，v， oj = 而 且 轨 = 





四 四 和 1 1 2 
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[LT TU 人 工 T T_T YY 口上 L=Poasr 










































































7 
TO 地 《《《※《 TO 
呈 一 至 和 
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通过 计算 4 -号 的 差 值 来 检查 结果 的 精确 性 ,并 检查 差 值 接近 零 的 程度 (一 个 精确 
解 应 使 得 4f - 吾 =0)。 使 用 命 邻 A= rand(20,20) 和 B=[l23…20]' 生 成 的 矩阵 凤 
重复 上 述 过 程 。 解 释 用 程序 3.3 求 解 这 两 个 方程 组 在 精确 性 上 的 明显 区 别 。 

7. 在 3.1 节 的 式 (8) 中 ,定义 了 六 维 空间 中 线性 组 合 的 概念 。 例 如, 向量 (4, ~- 3) 等 价 于 
符 阵 [4 -3] ,可 表示 为 [1 0 与 [0 1 寺 的 线性 组 合 : 


| -2 
使 用 程序 3.3 来 说 明和 插 阵 [1 3 5 ?了 9%] 可 表示 为 如 下 线性 组 合 : 


0 2 了 5 ] 
帮 0 了 6 4 
-2 ，|101，10|， -|， 一 了 
3 4 5 日 | 了 
-1 4 1 了 0 


解释 为 什么 任意 矩阵 [*， x>。。 5。 x4。， 5 了 可 表示 为 土 述 和 矩阵 的 线性 组 合 。 


3.6 求解 线性 方程 组 的 迁 代 法 


这 一 他 主 要 讲述 如 何 扩展 第 2 章 介绍 的 迭代 法 到 更 高 维 数 。 首 先 考虑 用 于 线性 方程 组 的 
固定 点 迭代 的 扩展 。 


3.6.1 收 克 比 和 迭代 


例 3.26 考虑 如 下 方程 组 : 
45- 7yY+ s= 了 
4xz -8y+ zs= 一 2 {1)》 
-2Xk+ YY+Sz= 15 
上 述 方程 可 表示 碟 如 下 形式 ; 


x = 二 和 

y = 亿 二 9 2) 
z= 二 4 

这 给 出 了 下 列 雅克 比 选 代 过 程 : 


了 + 和 4 一 加 
和 


21 十 生生 十 
和 G) 


I3 + 24u 一 匆 
各 +1 一 


加 果 从 本 = (yo,z)=(1)2,2) 开 始 , 则 式 (3) 中 的 选 代 糙 收 雪 到 解 (2.4.3)。 
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将 s=1,w=2 和 z=2 代 入 式 (3) 中 兹 个 方程 的 右边 可 得 如 下 新 值 : 
7 了 + 了 一 了 
= 一 攻 一 = 1 .7 


1 


加 = 全 4 二 -3.373 


新 的 点 下 ={1. 冰 ,3.375,3.00) 比 已 更 接近 (2,4,3)。 使 用 式 (3) 的 选民 过 程 生 成 点 的 序 


列 | Pi 收 化 到 解 (2,4,3)( 如 表 3.2 所 示 )。 
前 3.2 求解 线性 方程 组 (1) 的 收 敏 的 雅克 比 选 代 














并 了 FF 本 

四 1.0 2.9 | 2.0 

1 1. 了 5 3.375 3.0 

2 1.84375 3.875 3.005 

3 1.9625 3.925 2.9625 

4 1.99062500 3.97656250 3.00000000 
5 1.99414063 3.99531250 3.00093750 
和 .99999993 3.99999985 2.99999993 
19 2.00000000 4.00000000 3.00000000 


这 个 过 程 称 为 雅克 比 选 代 , 可 用 来 求解 某 些 类 型 的 线性 方程 组 。 经 过 19 步 兴 代 , 选 代 过 
程 收 伍 到 一 个 精度 为 9 位 有 效 数 字 的 近似 值 (2.00000000,4.00000000,3.00000000) 。 

在 求解 偏 微分 方程 中 ,线性 方程 组 经 常 有 雾 达 100 000 个 变量 。 这 些 方程 组 的 系数 矩阵 是 
稀 蕊 抢 阵 , 即 系数 矩阵 中 的 大 多 数 元 素 为 零 。 如 果 非 零 元 素 具 有 一 种 模式 (如 三 对 角 方 程 组 )， 


则 和 迭代 过 程 是 求解 这 些 大 型 方程 组 的 有 效 方法 。 


有 时 雅克 比 选 代 法 是 无 效 的 。 通 过 下 面 的 例子 可 看 出 ,重新 排列 初始 线性 方程 组 后 ,利用 


雅克 比 选 代 法 可 产生 一 个 发 散 的 点 的 序列 。 
例 3.27 设 重新 排列 线性 方程 组 (1) 如 下 : 
-2x+ ,+Sz= 15 
4x 一 8y+ 5= 一 21 
4 一 TY+ = 了 
这 些 方 程 可 表示 为 如 下 形式 : 
二 ]5+Y 二 5z 
本 3 


_ 21+4 和 +3z 
一 8 


z= 了 -4x 十 了 
可 用 如 下 雅克 比 选 伐 过 程 求 解 
一 上 二 和 十 人世 
了 


失 +1 一 


(4) 
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了 +1 = 汪 二 和 二 和 (6) 
各 汪 了 了 一生 二 匆 

如 果 从 Po ={xoyyo,z)= (1,2,2) 开 始 , 则 利用 式 (6) 中 的 造 代 将 对 解 (2,4,3) 发 慌 。 

将 扣 =lyo=2 和 mi=2 代 入 式 (6) 中 每 个 方程 的 右 达 可 得 到 新 值 my 和 和: 


和 = 二 -1 .5 


-32144+2 -3 .37 


2 = 了 -4+2=5.00 
新 的 点 书 =( -1.3,3.375,5.00) 比 已 更 远 地 仿 离 解 (2,4,3)。 利 用 式 (6} 中 的 选 伐 产生 
了 一 个 发 散 序列 { 如 表 3.3 所 示 )。 
囊 3.3 求解 线性 方程 组 (. /的 发 散 的 雅克 比 选 代 

















并 区 狂 袁 

0 1.0 2.0 2.0 

1 -1.5 3.375 .0 

2 6.6875 2.5 16.375 

3 了 4.6375 8.015625 17. 和 5 

4 一 46.617188 17.8125 ~- 123.73438 
5 一 307.929688 -36.150391 211.28124 
6 502.62793 一 124.59688 1202.56836 





3.6.2 ”Gauss-Seidel 选 代 法 

有 时 通过 其 他 方法 可 使 收 敏 速度 加 快 。 观 察 由 雅克 比 选 代 过 程式 (3) 产 生 的 3 个 序列 
它们 分 别 收 敏 到 2,4,3( 如 表 3.2 所 示 })。 由 于 羔 , 共 认为 是 比 *, 更 好 的 的 
近似 值 ,所 以 在 计算 加 5 时 ,将 专用 来 替换 加 是 合理 的 。 同 理 , 可 用 2 和 1 计算 中 +15 
下 面 的 例子 显示 了 对 例 3.26 中 的 方程 组 使 用 上 述 方法 的 情况 。 
例 3.28 该 给 定式 {1) 中 的 线性 方程 组 并 利用 Causs-Seidel 迭代 过 程 求 解 ， 


7+ 和 狼 二 肥 
Xit+l 
3] 十 入 和 1 十 吾 
Jr 二 (7) 


姑 +1 二 


]5+ 24x 1 一 短 +1 
] 


解 : 
如 果 从 Po = 《so ,yo20) = 《12,2) 开 始 ,用 式 (7) 中 的 选 代 收 仇 到 解 (2 ,4.3)。 
薪 y=2 和 za=2 代 入 式 (7) 中 第 一 个 方程 可 得 ; 


7 了 +2-2 
= 一 下 一 = 六 


党 1 


一 一 
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将 xi =1.75 和 za=2 伐 入 式 (7) 中 第 二 个 方程 可 得 : 


， - 包 +4075) +2_3 75 


将 si=1.75 和 7 =3.8 伐 入 式 (7) 中 第 三 个 方程 可 得 : 


z = 1 从) -了 六 -> 是 





新 的 点 书 = (1.75,3.75,2.95) 了 化 马 更 接近 解 (2,4,3) ,而 且 比 例 3.26 中 的 值 更 好 。 用 趟 
(7) 的 选 代 生成 序列 | 忆 ! 收 北 到 {2,4,3)( 如 表 3.4 所 示 )。 


天 3.4 用 于 方程 组 [1) 的 收效 的 Gauss-Seidel 选 代 








虚 玖 | 狼 下 
0 | 40 0 2.0 

1 下. 防 3 号 2 .号 

之 1 55 3 了 .9687 2.98625 

] .905625 了 .90609375 2.0D00093125 

生 1 .995999983 3.99999988 2.9999999%6 

9 1.99900096 3.99999999 3.00000000 

匠 2.00000000 4.00000000 3.00000000 














在 例 3.26 和 例 3.27 中 ,有 必要 建立 一 些 判定 条 件 来 判断 雅克 引 迁 代 是 否 收 仇 。 因 此 建 
立 下 面 的 定义 。 


定义 3.6 设 有 Nxy 阶 矩阵 和 ,如果 : 


| au 1> 六 1as 1 下 =1 2 让 (8) 
则 称 4 县 有 严格 对 角 优 势 。 
这 表示 在 手 阵 的 每 一 行 中 , 主 对 角 线 上 元 弄 的 绝对 值 大 于 其 他 元 素 的 绝对 值 的 和 。 例 
3.26 的 线性 方程 组 (1) 的 系数 矩阵 具有 严格 对 和 角 优 势 ,原因 在 于 : 
在 行 1 中 : 141>1-11+11 
在 行 2 中 : 1 -8 > 141 + 111 
在 行 3 中 : 151> 1-21+11 
所 有 的 行 满足 定义 3.6 中 的 关系 式 (8) ,所 以 线性 方程 组 (1 的 系数 所 阵 & 具有 严格 对 角 优势 ， 
例 3.27 中 的 线性 方程 组 (4) 的 系数 矩阵 4 不 具有 严格 对 角 占 优 ,原因 在 于 ， 
在 行 1 中 : 1-2I<41+15l 
在 行 2 中 : 1-81<141+144 
在 行 3 中 :JI< IT+T-11 
行 1 和 行 3 不 满足 定义 3.6 中 的 关系 式 (8) ,因此 线性 方程 组 (4) 中 的 系数 矩阵 4 不 具有 严格 
对 角 优 势 。 
现在 生成 雅克 比 欠 代 和 Gauss-Sediel 选 代 过 程 。 设 有 如 下 线性 方程 组 ， 
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在 1 和 十 好 242 十 二 二 十 IwYw 一 号 
三 中 十 本 五 和 十 十 如 27 十 十 如 2 二 六 

《9) 
宫 计 光 t 十 下 六 沱 2 十 二 CS = 已 


外 WiL1 十 放生 2 十 十 Wi 十 入 十 YAw 上 
设 第 下 点 为 严 一 【 交 的 ,0 0 x 从 。 证 人 )， 则 下 一 点 为 亚 ,， 一 【和 人 本 2 
xz)。 耸 标 严 的 上 标 (有 可 用 来 标识 属于 这 -- 点 的 开标 。 法 代 公式 根据 前 面 的 人 0， 








0 xz 和 xp， 便 用 式 (9) 中 的 行 了 求解 式 xz4s0 
雅克 比 迭 代 : 
四 0 《和 四 
和 个 一 乌 人 ' 人 -1 本 + 省 寂 页 千 站 (10) 
其 中 = 12，…, 普 
雅 殉 比 选 代 使 用 所 有 老 的 坐标 来 生成 所 有 新 的 坐标 ,而 Canss-Seidel 迭代 尽 可 能 使 用 新 的 
坐标 得 到 更 新 的 坐标 : 
Gauss-Seidel 迭代 
xs 六 一 oj ie 一 ”一 天 抽 二 人 一 
2 一 亏 2 《11) 
其 中 了 = 1,2，……，, 普 


下面 的 定理 给 出 了 雅克 比 选 代 收 和 敛 的 充分 条 件 。 
定理 3.15 (雅克 比 选 代 ) 说 矩 阵 4 具有 严格 对 角 优 势 , 则 4Y = 六 有 惟一 解 瑟 = 已 。 利 用 式 
(10) 的 选 代 可 产生 一 个 向 量 序列 } 忆 上 ,而 且 对 于 任意 初始 向 量 态 ,向 量 序列 都 将 收 敏 到 王 。 
证 明 : 可 参见 有 关 煞 值 分 析 的 高 级 教材 。 


当 和 矩阵 4 具有 严格 对 角 占 优 时 ,可 证 明 Gauss-seidel 迭代 法 也 会 收 伍 。 在 大 多 数 情况 下 ， 
由 于 Gauss-Seidel 选 代 法 比 雅 克 比 迭代 法 收敛 得 更 快 ,所 以 ,通常 利用 Causs-Seidel 选 代 法 (可 
比较 例 3.26 和 例 3.28)。 为 得 到 式 (11) 而 对 式 (10) 进 行 的 修改 是 很 重要 的 。 在 某 些 情 况 下 ， 
雅克 比 夺 代 会 收 敏 而 Gauss-Seidel 选 代 不 会 收 父 。 


3.6.3 收敛 性 


比较 向 量 之 间 的 距离 是 非常 必要 的 , 它 可 以 用 来 判断 { Pi 是否 收 伍 到 严 。 己 = 《xy 33 
和 和 昌 = 《7 53yr) 之 间 的 欧 玫 里 德 距 离 ( 参见 3.1 节 ) 为 ， 


1 PP- 父 | - (2 7” (12) 
字 的 名 点 是 要 相当 大 的 计算 量 ， 因 此 可 人 另 一 种 模 | 区 |，， 
Ni = 袜 1 (13) 


焉 面 的 结论 保证 了 | 忆 诈 具有 度量 的 数学 结构 ， 因此 适合 作为 一 个 一 般 化 的 “ 虹 离 公 
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式 "。 根 据 钱 性 代数 的 理论 可 知 , 如 果 芮 个 向 量 的 | * 1, 模 接 近 , 则 它们 的 欧 几 里 德 模 
1 * | 也 接近 。 
定理 3.46 设 下 和 了 是 克 维 问 量 ,e 是 一 全 标量 。 则 函数 由 蕊 外， 有 如 下 性质 : 


| 于 1, 关 9 (14) 
| 下 几 =0 当 且 仅 当 下 =0 (15) 
| ec 和 = le 素 |， 《16》 
和 下 + 世相 委 下 用 上 + 直 区 1 (17) 


证 明 ; 这 里 只 证 明 不 等 式 (17) ,其 他 的 留 作 练习 。 对 于 均 个 访 实 数 的 兰 角 不 等 式 表示 为 
1 士 秀 | 委 11+ la 恨 据 这些 个 等 式 可 得 到 不 等 式 (17)， 


rs 首 下 帮 + | 于 | 
可 用 式 (13) 定 义 的 模 来 定义 两 点 之 间 的 距离 
定 久 3.7 设 天 和 YY 是 六 维 空间 中 的 两 点 。 定 义 大 和 了 的 距离 为 | * | , 模 , 表 示 为 ， 
| 和 基 - 了 人 = 之 ;一 务 | 


例 3.29 计算 点 己 =(2,4,3) 和 四 = (1.75,3.75,2.95) 的 欧 几 里 德 距离 和 | x | ,距离 。 
解 : 


| 刀 - 史 上 =((2 一 1.757+(4-3.75)2+(3 一 2.95)2) 芭 =0.3570 
| * 儿 , 焉 离 为 : 
| 忆 -8R =12-1.7$14+14-3.7551+ 13- 295| =0.55 


| * | 更 客 易 计算 ,常用 来 确定 六 维 室 间 中 的 收 数 性 。 


在 程序 3.4 中 使 用 了 MATLAB 命令 AGj,[1:j -1Lj+1:N])。 它 有 效 地 选择 & 中 行 j 的 所 有 
元 素 ,但 不 包括 位 于 第 j 列 的 元 素 ( 即 A(j,j))。 这 种 表示 可 简化 程序 3.4 中 的 雅克 比 迭 代步 骤 。 

在 程序 3.4 和 程序 3.5 中 ,使 用 了 MATLAB 命令 nom, 它 是 欧 儿 里 德 横 。 也 可 以 使 用 
上 * 上; 。 详 细 内 容 请 查阅 MATLAB 中 与 nom 命令 相关 的 帮助 信 息 和 参考 信息 。 





程序 3.4 (雅克 比 选 代 ) 求解 线性 方程 组 4K = 畏 。 初 始 值 下 = 已 ,并 生成 序列 
| 忆 上 | ,最 后 收 伍 到 解 。 程 序 可 用 的 充分 条 件 是 4 具有 严格 对 角 优 势 





functiom 共 = jaccbifa,B,P,GeLItamasx1》 

和 IPBPUL -ia 本 XNnensinoulLar mattrix 

对 ~ 了 1SarX1Ematrix 

本 - Pis an 可 X1matrixithe initial quesg 

绍 ~- 各 e]ta is 七 he tolerance for 

尖 一 PaXK1L 1IS the maximumn mumber of 1iLerationg 

对 OutpPaL -~- XisanI 本 X1Lmaktrixithe jacobi approx:matjorn to 
竺 二 全 SOJTULEiIOD OO aAK = 百 

可 = LengthftB); 


Eeer K= :mazcI 
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for j = 工 :到 
Xtj)= (Bi -Ai[1:-1 +1LIN)”R1:j-1,j+l:N))AAtj 林 )s 
em 怠 
Err = abpsfrczrmnfX -ET))i 
TelLeTY = eTEAnOrrm[ 其) + epS)i 
PE=X 
ifEferr< aeltallfrelerr< adeltay 
六 世 斌 已 帮 
号 于 总 
司 zt 
其 = 其 








程序 3.5 【Gauss-Seidel 和 迭代) 求解 线性 方程 组 4X = 吾 。 初 始 值 发 = 严 ,并 生成 序 
列 ; 瑟 上 ,最 后 收敛 到 解 。 程 序 可 用 的 充分 条 件 是 4 具有 严格 对 角 优 势 








funeticn = gseidfa,B,P,aelLta,max1) 
儿 InBULE ~ 于 二 二 amnNXIMmonsingular ImatIix 
洛 -~ 也 is amIXTImatriX 
-PiIsanNX1matrtxithe iritial Suess 
~ Gelta is the tolerance for 了 
- Iax1 18 the maxirmurm mumber ofF 让 erations 
于 DUEPUE - 其 二 Sarl 柯 关 二 maLTIX: 七 he 台 3USS -SiGe1 
多 apprOxXImat Ion to the SOLution Dft aX= 卫 
NM = lengthfB); 
tot 长 = 1:maxl 
for J= 1:N 
it j== 
X[3) =《B(1L)》 -aa(1L,2:N)#EP(2:N))Aa1L 1L)3 
已 JSelt j== 下 
XU = (BO -aaCN: LIN-L)<(XCLIR-1)) aaCNN); 
怠 了 名 已 
务 X COmLains 上 he KEh apPPrOXimaticns and Pthe (k- 1)st 
X =(BG)-a(j, ji 果 -1)x#X1: 本 -1I) 
-站 +1MDxP(j+rl:N))Aat 3 


部 旷 邮 


emnaQ 
ED 
err = absftneormfX  - P)) 
Felerr = errAnorm(X) + eps); 


了 = 于; 
f (err< delta)lfre-err< delta) 
了 Tea 区 
[ai 
全 D 吕 
区; 


3.6.4 求解 线性 方程 组 的 迭代 法 的 练习 


在 练习 1 到 练习 8 中 

ta) 初始 值 =0, 利 用 雅克 比 选 代 求 解 PP , 丰 = 1,2,3。 雅 克 比 选 代 收 伍 到 解 吗 ? 

(D) 初始 值 本 =0, 利 用 Gauss-Seidel 选 代 求 解 妃 汰 = 12,3。Ganss-Seidel 选 代 收 策 到 解 吧 ? 
1.， 4x 一 YY= 1 2. 8x-3yr= 10 
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x+3y= 号 一 %+47y7= 
3. -YY+3y= 1 4， 2x+3y= 1 

6xz -2y= 7x-2y= 1 
3S，3x~ 7y+ 2= 10 6，2x+8gyr- z= 11 

2Y+8y-- 7= 二 | Sx- 7y+ 8= 10 

-x+ y+4s= 3 一 2+T 7y+4z= 3 
了 3y 一 了 = 一 名 388、 4x+ YY=- = 13 

4x+ 7 一 3= 13 光一 SYy 一 3= 一 8 

25 一 7~-6z= -2 2X5 一 7y~6z= 一 2 
9 说 互 = (zz zw)o 证 明 |* 1 模 ; 

内 
| 人 人 
满足 性 质 (14) 到 性 质 (16) 。 


10. 设 壬 ={xlyxy，...， xzw)。 证 明 欧 几 里 德 模 : 


11 = (xs 
满足 性 质 (14) 到 人 竹 质 (17)。 
T1 . 襄 四 =(5xa wo 证 明 | * | 。 模 : 
半 于 |。 = maxlxu| 


满足 性 质 (14) 到 性 质 (17) 。 
3.6.5 算法 和 程序 


1. 使 用 程序 3.4 和 程序 3.5 求 解 练习 1 到 练习 8 中 的 线性 方程 组 。 使 用 fommat long 命令 
和 delta= 10-?7。 

2， 在 定理 3.14 中 ,4 上 共有 严格 对 角 优 势 是 充分 条 件 , 不 是 必要 条 件 。 使 用 程序 3.4, 程 
序 3.5 以 及 多 个 不 同 的 初始 值 忆 对 下 列 线性 方程 组 求解 (注意 ; 可 能 雅克 比 迭 代 收 
人 敏 ,但 Gauss-Seidel 迭代 发 散 ): 


世 二 和 = 了 
一 党 十 = 昌 
4+2y 一 3z=0 
3， 说 有 如下 三 角 线 性 方程 组 ,而 旦 系数 矩阵 具有 严格 对 角 优 热 ， 
十 元 十 Ca = 轧 
人 1 光 | 十 于 Ya 十 ea 生 3 = 
在 和 2 十 国 于 3 十 3 和 4 = 已 


Gw-22nw-2 十 人 -ExXw-1 十 enw_iXw 一 避 w 1 
QN-1XN-1 二 GEw = 由 


《 根据 式 (9) 到 式 (11) ,设计 一 算法 来 求解 上 述 方程 组 。 算 法 必须 有 效 地 利用 系数 矩 
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峰 的 生 玻 性。 
(ii 舟 据 人 中 设计 的 算法 构造 一 个 MATLAB 程序 ,并 求解 下 列 三 角 线 性 方程 组 : 
(a) 4m + pa =3 (hb) 4mm， 二 ma =1 
了 十 4723 十 ai 二 ml 二 4m + mi = 了 
丙 : 十 dm + mm = ma +4rma + 亚 =1] 
Pa 十 44 + 5 一 3 fa 十 44 二 HR5 = 了 2 . 
玖 4 十 填 区 十 了 二 3 现 吕 十 十 mm 可 十 ma = 工 
更 和 十 号 mm = 现 后 十 十 于 罗 = 了 
4. 利用 Canss-Seidel 迭代 法 求解 下 列 带 状 方程 ; 
]12#l 一 2452 十 5%3 = 
-2 +12s，- 2x5， + 加 -5 
YXl 一 24%2 二 12x3 一 2x4 二 4%5 = 


Za 一 283 二 12X4 一 24 十 46 二 


光一 立 和 和 十 ] 了 2Y 要 一 2Y 的 十 和 0 二 条 
YX 一 了 YY 由 十 12r 一 27 二 5 
区 一 了 和 相 中 区 和 二 
5. 在 程序 3.4 和 程序 3.5 中 ,将 相 邻 闪 代 之 间 的 相对 误差 作为 终止 评定 条 件 。 在 2.3 节 
中 已 讨论 了 独立 使 用 这 个 判定 条 件 的 问题 。 线 性 方程 组 4 克 = 吾 可 重 写 为 4K ~ 吾 = 
0。 恕 果 球 是 雅克 比 锡 代 或 Ganss-Seidel 选 代 过 程 中 的 第 个 迭代 值 , 则 一 般 情 况 下 ， 
余 项 4 - 吾 的 模 是 一 个 更 适合 的 中 止 评 定 条 件 。 
修改 程序 3.4 和 程序 3.5, 使 用 余 项 的 模 作为 中 止 评 定 条 件 。 使 用 修改 后 的 程序 求解 
问题 4 中 的 带 状 方程 组 。 


3.7 非 线性 方程 组 的 迭代 法 :Seidel 法 和 和 牛顿 法 (可 选 ) 


本 节 讨 论 如 何 扩展 第 2 章 和 3.6 节 的 选 代 法 以 求解 非 线性 方程 组 。 考 虑 下 列 函 数 ， 
Ai(xy)= 之 -25-y+0.5 
万 (xy 三季 十 和 失 一 下 
需要 寻找 一 个 方法 求解 非 线性 函数 构成 的 方程 组 : 
Axis0 和 万 (zy)=0 (2) 
方程 (z,y)=0 和 户 (s,y)=0 隐 含 定义 了 在 xy 平面 上 的 曲线 。 因 此 方程 组 (2) 的 解 是 
两 个 曲线 都 径 过 一 个 点 ( 即 广 (p,g)=0 且 上 户 (p,q) = 的 。 方 程 组 (有 表示 的 曲线 如 下 ， 
x 妇 -2x-y+0.5=0 是 抛物 线 
妇 二 4 久 一 4=0 是 构 贺 
图 3.6 中 的 图 形 显 示 存 在 两 个 解 , 在 ( -0.2,1.0) 和 (1.9,0.3) 附 近 。 


(1 


《3) 
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昌 了 一 嫩 一 2 人 
0 了 4 














图 3.6 非 线性 函数 y= 叶 -25+0S 和 巡 +4 天 =4 的 图 形 


第 一 种 技术 是 固定 点 选 代 法 。 必 须 设 计 一 个 方法 来 生成 序列 区 ps ,9 及 使 其 收敛 到 解 (p,g)。 
式 (3) 中 的 第 一 个 方程 可 用 来 求解 *。 和 而 y 的 一 个 倍数 要 加 到 第 二 个 方程 的 两 边 ,得 到 一 +47- 
8y -4= -8y。 选 择 增 加 - 8y 很 重要 ,原因 将 在 以 后 解释 。 现 在 可 得 到 一 个 等 价 的 方程 组 : 


2 


半 二 


加 《4) 
一 和 一 4 +87 二 4 
8 





Y 三 
这 两 个 方程 可 用 来 构造 递归 会 式 。 设 初始 点 为 (m, go), 可 利用 下 列 递归 公式 计算 序列 
|p | : 








了 
Pi = 本 (pig) = 如 一 全 + 
4 一 494 十 89 十 朱 《 引 
gg0)= 二 呈 公 大 
情况 (D” 设 初始 值 (pe,qe) = (0,1 , 则 ， 
3 -下 -4(0D2+8()+4 
站 = 一 105- -0.25 和 9 = 他 + 《1) + -1.0 


适 代 过 程 将 生成 表 3.5 中 情况 ( 访 下 面 的 序列 。 在 这 种 情况 下 ,序列 收 伍 到 (0, 卫 附近 的 解 。 
表 3.5 利用 [5} 中 公式 的 固定 点 选 代 




















情况 (i” 设 初始 值 (po,qgo) = (2,0) , 则 ， 








情况 (: 从 !0, 1 开始 | 情况 (iiy: 从 40,2) 开 始 
天 严 如 上 亚 允 
总 -00 上 .的 个 2.00 丰 . 扣 
1 一 由 ,好 1.00 1 了 .25 由 史 
了 一 吕 .21875 日.9921875 了 .781 一 由 .1328125 
3 一 站 .2221680 .093908880D 3 4 .184082 一 五 .0085510 
十 一 几 .2223147 避 .9938121 斗 日 .3075d47 一 2. 届 20360 
和 -站 .22215941 必 . 罗 38029 ] .80623 15. 区 1091 
厂 一 日 .222]163 站 ,0938055 右 1 011.955 302.00426 
了 一 吕 .2222147 日 .的 38083 了 512 263 ,之 -205 477.82 
生 一 D.2222145 是 昌 ,9038084 
久 一 昌 .2222146 1 人 .9038084 序列 发 贡 
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? 
Pi = 二 -2.5 


迁 代 过 程 将 生成 表 3.5 中 情况 (ii) 下 的 序列 。 在 这 种 情况 下 ,序列 是 发 散 的 。 
利用 式 (3 的 欠 代 过 程 不 能 找到 第 二 个 解 (1.900677,0.3112186)。 为 了 找到 这 个 点 ,需要 另 一 
对 不 同 的 选 代 公式 。 在 式 (3) 中 ,将 第 一 个 方程 加 - 2x, 第 二 个 方程 加 - 11y ,表示 为 ; 
x-4x-y+05=- -2r 和 刀 +472 -tyr-4= - 117y 
通过 上 述 方程 可 得 到 选 代 公式 ， 


四 谤 了 
和 ， -二 40 +8(0)+4_00 





-下 +4p 二 人 一 0.5 
2 





+ 二 ED 人 = 
《6) 





和 
一 下 一 全 8 十 十 才 
ks+1 = gx 人) = 厂 


表 3.6 显 示 了 如 何 利用 式 (6) 求 第 二 个 解 。 
表 3.6 使 用 式 {6} 中 的 固定 点 选 代 














夷 怠 

人 二 2.00 虫 .0 

】 工 .35 0- 必 

网 1.71875 站 .085227 
了 1.253063 0.17766 辣 
纪 1.808345 四. 站 04410 
另 1.903595 ,310782 
]2 I .90092 由 37112267 
坊 IT.900632 人 .3111994 
加 1.900677 看.3112196 
志 1.900677 六 .1121806 


3.7.1T 理论 


为 何 式 (6) 中 的 公式 适合 求 (1.9,0.3) 附 近 的 解 ,而 式 (5) 中 的 公式 不 适合 ? 在 2.1 节 中 ， 
通过 分 析 国 定点 导数 的 大 小 可 得 出 答案 。 当 存在 多 个 变量 的 函数 时 ,必须 使 用 偏 导 。 将 用 主 
存在 多 个 变量 的 函数 的 方程 组 的 一 般 “ 导 数 "定义 为 雅克 比 年 阵 (又 称 导数 矩阵 )。 这 里 只 介绍 
一 些 基本 的 思想 ,更 多 的 细节 可 参见 高 等 微 积分 教材 。 


定义 3.8[ 雅 克 比 矩阵 设 放 (xs,y) 和 万 (xy) 是 包含 自 变量 * 和 y 的 函数 , 则 它们 的 雅克 比 
气 阵 J(x,y) 表 示 为 : 


到 订 
ap 9 六 
DY 了 口 

同 理 , 如 果 户 (x,yyz), 户 (zy,z, 户 (xz,y,z) 是 包含 自 变量 *yy*z 的 图 数 , 则 3x3 雅克 
比 和 矩阵 7Cx ,y,z) 定 义 为 : 


区 : 
《77 





re 
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2 广 9 及 9 有 


Br 57 9z 


3 疡 32 3 
5xr 57 5z (8) 


9 3 3 
9x D7y 395 
例 3.30 对 下 列 3 个 函数 求解 在 点 (1,3,2) 处 的 3x3 和 雅克 比 天 阵风 xryyvz): 
及 ( 人 yz 本 


太 (gyy = 和 多 十 人 委 十 季 


及 (zyo= 交 
解 : 
雅克 比 答 阵 为 : 
坟 及 对 
xz 8y ys 3x2 -27+1 -4 三 十 2z 
9 ap 六 二 | 了 十 也 党 十 竹 下 十 革 
J(Cxyyyz) 3 3y az -7 工 yy 
ah 9 上 引 户 和 你 2 
有 及 京 
这 样 , 在 点 {1;3,2) 处 的 雅克 比 纸 阵 为 3x3 姓 阵 ， 
3 -5 ~28 
JU32)=-| ” 3 4 
要 工 -3 
”2 2 寻 
3.7.2 广义 微分 


对 于 含 多 个 变量 的 函数 ,使 用 微分 来 表示 自 变量 的 变化 情况 如 何 影 响 因 变量 。 设 有 如 下 
表达 式 : 

下 = 太 (xyz) = 户 (xysz) = 记 (ryy，z)》 (9) 

设 已 知 式 (9) 中 函数 在 点 (xo, 和 ,za) 处 的 值 ,现在 希望 可 以 预测 在 邻近 点 (z,y,z) 处 的 值 。 


设备, 中 ,do 表示 因 变 量 的 微分 变化 ,而 必 , 必 ,到 表示 自 变量 的 微分 变化 。 这 些 变化 服从 如 
下 关系 : 


只 避 可 
由 = 其 人 (ad+ 生 oo) 二 + 纯 (ayoaa) 
好 邮 如 
由 = 戈 (Cgoa) 相 + 答 Cosyoa) 古 + 台 Cara) 志 《10) 


3 2 
和 = 芒 ( 人 na) 二 + 革 (ya 本 + 芝 (Cosyoa) 


如 果 使 用 向 重 表示 , 则 式 (10) 可 通过 使 用 雅克 比 矩 阵 进 行 简化 。 范 数 的 变化 用 dz 表示 ， 
变量 的 变化 用 王 表示 ， 
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CE 改 
李 -| 富 | -rom 人 -ee 《117) 
好 必 
例 3.31 对 如 下 方程 , 尖 自 变量 从 (1,3,2) 变 化 到 (1.02,2.97,2.01) 时 ,使 用 雅克 比 给 阵 求 徽 
分 变化 (本 ， 硬 , 加 ): 
下 = 矿 (yz 一 和 一 一 


?= 万 (xy = 池上 和 十 了 


四 = 卢 (xyyyz)》 = 羡 














解 ， 
利用 表达 起 (11)] 和 例 3.30 的 j1,3,2), 以 及 得 分 变化 ( 故 , 上 ,应 ) = (0.02,， -0.03,0.01) 
可 得 到 : 
在 3 -5 _28] 0.02 -0.07 
丰 |=|5 3 4 中 -0.0o|= 0.05 
-3 3 
必 2 2 4 0.01 -0.0525 


注意 在 点 (1.02,2. 甸 ,2.01) 处 的 函数 值 接近 方程 的 近似 解 , 即 微分 值 由 = -0.07, 由 = 
0.05, 加 = -0.0525 加 上 对 应 的 函数 值 六 (1;3,2) = - 17, 记 (13,2) = 1 有 户 (1;3,2) = 
1.5, 表 示 为 : 

万 (1.02,2.9,2.01) = -17.072= -17.01= 万 (13,2)+ 上 

万 (1.02,2. 和 ,2.0I1) = 11.0493=:11.0S = 户 (1,3,2) + 面 

方 =(1.02,2.9,2.01) =1.44864 一 1.4475 = 户 (1,3,2) + 加 


3.7.3 接近 固定 点 处 的 收 往 性 


现在 针对 二 维和 三 维 函 数 给 出 2.1 节 中 定义 和 定理 的 推广 ,这 里 没有 使 用 六 维 函 数 的 表 
示 。 读 者 可 在 许多 有 关 数 值 分 析 的 教材 中 找到 这 些 推广 。 


定义 3.9 包含 两 个 方程 : 





x=Ekxy) 和 7 了 7=ega(xyy) (12) 
的 方程 组 的 固定 点 是 点 (p ,9) ,满足 p =estp,9) 且 旦 三 Ba(Py9)o 在 三 维 情况 下 ,方程 组 : 
多 二 BYyy zy 二 记 2( 和 yy 3) 二 一 区 和 2) 《13) 


的 固定 点 是 点 (P,9,r) ,满足 =gi(p,qyr),g=ga(pygy 门 上 7=8a(p,gyr)s 


定义 3.10 对 于 (1I2) 中 的 函数 ,固定 点 适 代 为 ; 
Pa=egP ee) 和 qi41= BCPpey Ge) 《14) 
其 中 起 =0,1,…。 同 理 , 对 (13) 中 的 函数 ,四 定 点 迭代 为 ; 
Ps= EBP) 
由 本 De) 
me = BCPey Gy 


《15) 
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其 中 天 =0,1，…。 


定理 3.17{ 固 定点 选 代 ) 设 式 (12) 和 式 (13) 中 的 函数 及 它们 的 一 阶 偏 导数 分 别 在 包含 (P,9) 
或 (p,9,r) 的 区 域内 连续 。 如 果 初 始点 值 足够 接近 固定 点 , 则 有 下 面 两 种 情况 。 
情况 (i) 二 维 情况 : 如 果 (Po, go) 是 够 接近 (p , 9， 而且， 


98g1 ,|281 
《P， 二 2(Pp， <1 
四 57 PP，9) 


则 式 (14) 中 的 选 代 将 收敛 到 国定 点 (p , 9) 
情况 (ii) 三 维 情况 : 如 果 (Po,go,m) 足 够 接近 (pP,9,r), 而 且 ; 


避 
各 (p， gr) +| 强 (9 














< 《16) 





8 











98i 
十 了 (P，9 7) < 











2 38&g 8 
深 (prn 十 pg) + 到 (0p,9，r) <1 




















如 (py 十 各 (en) 十 (pn) < 工 《17) 
则 式 415) 中 的 夺 代 将 收 伍 到 固定 点 (p,g,r)。 

如 果 条 件 (16) 或 条 件 (17) 丰 满足 , 则 选 代 可 能 发 散 。 这 种 情况 通常 发 生 在 偏 导 笔 对 值 之 
和 远 远 大 于 工时 。 利 用 定理 3.17 可 说 明 为 何 选 代 式 (5) 可 收 伍 到 固定 点 ( - 0.2,1.0)。 计 算 范 


数 号 1 和 可 2 的 候 导 可 得 
了 (zy7)= ets， ,7)= -也 
于 gs(z,y)= - 壮 ， 及 ee, 人 = -y+1 


实际 上 ,对 所 有 的 (*,7), 如 果 满 足 -0.5<x<0.5 和 0.$<7y<1.5, 则 函数 g 和 总 的 仿 
导 满 足 : 


3 3 
ea| 十 六 | =|1#lI+1-0.SI<1 


| 
了 82 +| 5e(c| -二 2+1_y+ll<0.625<1 


因此 , 式 (16) 中 的 偏 导 条 件 满足 ， 而 且 根 据 定理 3.17, 固 定点 迭代 将 收 伍 到 (p ,9 ) = 
《- 0.2222146,0.9938084) 。 在 其 他 固定 点 (1.00068,0.31122) 附 近 , 偏 导 不 满足 式 (16) 中 的 条 
件 ,所 以 收 令 性 得 不 到 保证 。 即 : 


3 3 
也 01.90068,0.310122)| + | 子 G.s006s,0.31122)| =2.40068> 1 

















品 9 
训 96s,0.3122) 十 元.scs,0.31122)| =1.t639S> 1 


3.7.4 Seidel 迭代 


现在 可 构造 一 个 与 Gauss-Seidel 法 类 似 的 改进 型 固定 点 迭代 法 。 设 用 六 ,计算 ，，， (在 三 
维 情况 下 ,用 mm, 和 gw 计算 md) ,并 将 这 些 改进 融 人 式 (14) 和 式 (15) 中 时 ,这 个 方法 称 为 
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Seidel 大 代 ; 
有 = ECpg 和 有 =e&fpiiy GD) 《18) 
以 及 : 
Prs1= gtkpay gty ny) 
= (Peiye@ey) 
记 1 = ECPey 人 1) 
程序 3.6 实现 了 求解 非 线 件 方 程 组 的 Seidel 迭代 。 固 定点 针 代 的 实现 留 给 读者 完成 。 


3.7.5 求解 非 线性 方程 组 的 牛顿 法 


现在 将 牛顿 法 推广 到 二 维 情况 ,也 可 以 很 容易 地 推广 到 更 高 维 。 
设 有 方程 组 : 


【19) 


E= 及 (xy (20) 
至 = 万 (zyy] 
它 意 昧 着 从 风 平面 到 mo 平面 的 变换 。 这 里 只 关心 在 点 (和 ,加 ) 处 的 变换 行为 , 即 点 (zm， 
2)。 如 果 两 个 函数 有 连续 的 偏 导 , 则 在 点 (z, 加 ) 处 用 微分 表示 下 列 线性 近似 方程 组 是 合法 的 ; 
攻 一 us 了 (go)(x 一 a)+ 3 有 (7 一 和 
】 ] (21) 
了 一 和 2xo 6 多 和) + 本 六 (mo)0y 一 yo) 
方程 组 (21) 是 一 个 局 部 线性 变换 , 它 将 自 变量 的 微小 变化 与 固 变量 的 微小 变化 联系 起 来 。 
当 使 用 雅克 比 矩 阵 J(xo, yo) 时 ,这 个 关系 可 更 容易 地 表示 为 : 


| “| _ 了 万 (za 加) 到 fm) 


” 于 (xn) 3 六 (my 


如 果 式 (20) 中 的 方程 组 用 向 量 画 数 中 = 天 (天 ) 表 示 , 则 雅克 比 生 阵 J(x*yy) 是 导数 的 二 维 
近似 ,因为 式 (22)? 可 表示 为 : 


证 ] (22) 


一 加 








下 =xo 加)AA 革 《23) 
现在 可 以 利用 式 (23) 推 导 二 维 情况 下 的 牛顿 法 。 
设 方程 组 (20) 中 ,和 9 为 0; 


0=.A(Cx,y) (24) 
0= 户 (xy] 
设 (p,9) 为 式 (24) 的 一 个 解 , 即 : 
0= 彤 (P,9) (25) 
0= 户 (p,9) 
为 了 使 用 牛顿 法 求解 式 (24) ,需要 考虑 函数 在 点 (po ,g ) 处 的 微小 变化 
站 下 下 一 上 pp= 和 0 (26》 


An=z-t， Ag=-gn 
设 式 (20) 中 (xy) = (5,9) ,并 利用 式 (25) ,可 得 到 (wp) = (0,0)。 因此 因 变 量 的 变化 是 : 
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中 = 太 (pg 一 用 (po go)=0- 及 (poygo 《27) 
1 一 加 = 万 (pg 一 户 (poy go) = 人 0 一 万 (po: go) 
将 式 (27) 中 的 结果 代 人 式 (22) 可 得 线性 变换 表达 式 : 


如 台 
于 六 (pn,g1 画 几 (pay9o) [ 安 六 me)] (28 ) 
) 


Ad 万 (po，go 








于 (po gm) 江 P(mgo) 
如 果 (28) 中 的 雅克 比 和 矩阵 7( po ) 非 奇异 , 则 可 解 出 AP[ApP Ac] =[p 9 -[m 
do] 为: 


和 忆 = 一 po,go) 下 (poygo) 《29) 
然后 , 解 号 的 下 一 个 近似 值 忆 =[Tp,9g] 为 ; 
忆 = 书 +AP= Pi -poygo) (pyoo) (30) 
注意 式 (30) 是 用 于 一 个 变量 的 牛顿 法 的 一 般 化 , 即 mm = 下 -天 po)7P(p)。 
3.7.6 牛顿 法 概要 
(pey 双 ) 
灭 ( 王 ,) = 
1 交 滞 | 


步骤 2 计算 雅克 比 算 阵 : 
了 (pe ga 1 


oo 了 
到 疡 (9 ) 杞 疡 (pg 1) 
步骤 3 求 线性 方程 组 : 
天 PE)AP= -下 (已 ) 中 心 叱 的 解 
步骤 4 计算 下 一 点 : 
下 ,= 了 十 生 磊 
重复 上 述 过 程 。 
例 3.32 设 有 非 线 性 方程 组 : 
0= 和 -2x 一 y+0.5 


0= 和 +4 人 2 一 4 
证 初始 值 (pg co) = (2,000,0.25) ,用 牛 寥 法 计算 (7p， ,9 人 pyga] (py93)。 
解 : 
函数 向 量 和 雅克 比 和 纸 阵 为 ; 
: 
和 一 24 一 站 十 0.5 2x7 -23 一 | 
有 玫 二 上 四 三 
人 x+4 和 -4 了 (7 2x | 





在 点 (2.00,0.25) 处 的 值 为 ， 


第 3 章 线性 方程 组 4 = 吾 的 孝 值 解法 133 


2.0 -1.0 


FC2.00.0.25)= [2 ， 7JGC.00.025=|，。 2.0 


微分 Ap 和 Agy 是 下 列 线性 方程 组 的 解 : 


| [= -oz 


通过 直接 计算 可 得 : 
ea 
选 代 的 下 -一 点 为 ， 
,| 0.09375 [90625] 
和 [> 25 0.0625 ， 【0.3125 
同 理 ,可 得 接 下 来 的 两 点 为 ; 
.900691 .900677 
,=[ oa aa| 


瑟 的 值 的 精度 为 小 数 点 后 6 位 。 求 解严 和 严 的 计算 过 程 如 形 3.7 所 示 。 
表 3.7 用 牛顿 法 求解 例 3.32 过 程 中 每 个 选 代 的 函数 值 ,雅克 比 和 矩阵 和 撤 分 值 








求解 线 法 方程 组 
四 已 ; + 扣 王 
| CPUJAP= - F( 本 ) 

[| [= 人 [3 [ 
， 8125 -1.0] r “0.005559 .008789 .900691 
[aa [sx 引 上 -oa 一 [oo [3 
1 .90069 1.80138 -1.000000 一 妖 .000014 丰 .000031 1 900677 
[aa [as 2 sp] | oog] 本 [as] | 





实现 牛顿 法 需要 求解 多 个 偏 导数 。 可 以 利用 数值 坎 近 来 近似 这 些 偏 导 数 ,但 必须 注意 确 
定 适 当 的 步 长 。 在 更 高 维 数 的 情况 ,有 必要 利用 本 章 前 面 讲述 的 线 任 方程 组 求解 法 求解 AP。 


3.7.,7 MATLAB 


程序 3.6 ( 非 线性 Seidel 迭代 ) 和 程序 3.7 (牛顿 拉夫 申 法 ) 需 要 分 别 将 非 线性 方程 组 疏 = 
G(3E)、 非 线性 方程 组 环 ( 王 ) = 0 和 它 的 雅克 比 矩阵 保存 到 文 件 。 例 如 ,分 别 将 例 3.32 中 的 
非 线性 方程 组 和 相关 的 雅克 比 矩 阵 保 存 到 F.m 和 下 ,mm 文件 中 。 


function Z= FKXI) funectieon 到 = JRPfX) 
xX=X1)3Y=X(2); X=X(1)iy=X(2) 

Z= Zerogf1,2); 巍 =[23xx-2 一 52 兴 其 Bxy]i 
ZJ) = 2X2 -2+X_Y+D.5; 
2Z(2) = 22+d42 -4 


利用 标准 MATLAB 命令 计算 这 些 函 数 ， 


> > 员 = fewval("g" ,[2.000.25]) 
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五 二 

和.2500 0.250 
> sw=JF([2.000.25]) 
马 = 





程序 3.6( 非 线性 Seidel 选 代 ) 求解 非 线 人 性 图 定点 方程 组 下 = G( 天 ) ,给 定 初 始 近似 
值 P ,并 生成 序列 |P,| 收 伍 到 解 P 





funetion [BR,iter] -= seiael(G,P,aelta ,max1》 


于 InPUL  - 台 1sthemonLinear System saved in the Itile .nm 
菠 - Pisthe inikbial 后 DesS at the SoLULEILOD 

钱 一 elta 1S 七 he 台 FYDE Deouna 

富 一 maX1 9S the Dumber 吕 丰 全 at 主 CnS 

着 OULPEUL ~- PiIS he seidael apProximation to the solution 

千 ~ 工 ter 并 S the mutber cE reraticns Yequired 


可 = lengthfP); 
tor KK= 1:max1 


区 二 下 
村 革 Sthe KE apPECOXiLmaLIOn 七 the solutionm 
tcer j = 工 : 末 


王 = fevalf 台 ” ,和 ) 
车 UPdGa 上 te 十 he 廿 ermS OF 其 S they 和 Te CaLCULSate 人 
XCJ) = AD) 

en 对 

er = absfnorm(X-P))i 

relerr = errrfnermtX) + eps); 

下 = 其 

Le = 区 ; 

ifkerr< Qelta)|l(relerr< aeltay》 
Deak 

en 

emQ 


在 下 面 的 程序 中 ,使 用 MATLAB 命令 A&\B 求 解 线 件 方 程 组 4X= 旦 (参见 @ = 了 -0 
7 ))。 使 用 本 章 前 面 开 发 的 程序 代替 这 个 MATLAB 命令 。 选 择 适 当 的 程序 求解 线性 方程 组 
依赖 于 雅克 比 惩 阵 的 大 小 和 特性 。 





程序 3.7( 牛 瑟 拉 夫 申 法 ) ”求解 非 线性 方程 组 严 ( 天 ) = 人 ,给 定 初始 近似 值 PP ,并 生成 
序列 | 疡 } 收敛 到 解 卫 





function [P, iteryerr] = newaim(F,JF,P,deltavepsilon,max11 
告 InPUE -了 守 8 the syetem Saved 吕 S the MLEi1le 下 .mm 

于 - UE is the Jacobiar of F Saveqd as the ML file JF. 扫 
香 - PiS the :initta” approximaticon to the solution 
对 -QQelta iiS the tozerance fcor 

针 -_ epsilorn is the tolerance for FUE) 

包 - maxl 1S the max:imum Dumber of 1iketraticons 
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# Outbput - Fis the approrimatior to the soLution 

于 一 Let 8S 七 ne mumber 上 E Leraticns redujizea 
外 一 IT SS 七 he error estimatG 上 or 书 

YY = fewvalfE ,PE)i 


fcr K= 1:rmax1 
本 = fevalfJF,P); 
Q=BP-tTYY Di 
乙 = fevalfEF,)i 
er =mormn(-P)， 
TB1erTr = erTrA(norrRy + ebps)i; 
已 = 总 ; 
二 
er 二 其 ; 
if (err< delta)[frelerr < delta)lf(abs(Yy) < epeilon) 
所 工 a 攻 
DO 
| 


3.7.8 求解 非 线 性 方程 组 的 选 代 法 的 练习 
1. 求解 下 列 方程 组 的 固定 点 : 


(ax=SIKxY) = 他 
7=eakziy)= 一 +67 
《hb) <#= 可 (xy)= (一刀 -3 
7=&g2(xzy)=(-z+y-1)13 
《Go XZ=gifzy=sn(y) 
7=82(Xyy)= 一 6x+y 
(d) xz=SIKxXyy,z) =9-3y 一 2z 
7=E(Xyyi3) 一 2 和 +Tz 
2 = 83(XZyy 2 二 一 日 +3xY 十 47 一 芭 
2 求解 下 列 方 程 组 的 零点 。 计 算 每 个 方程 组 在 零点 处 的 雅克 比 上 矩阵 ， 
(aa 0=A(xy)=2x+y-6 
0= 疡 (xs:7) = 区 +27 
(b) 0= 六 (xy7)=3x+2y 一 4 
0=. 记 (xz,y)=2xr+27y-3 
(ec) 0= 太 (xy)=2x 一 4cosfy) 
四 = 疡 (xy)=4x sinfy) 
(di 0= 太 (xy， 拉 = 和 2 十 大 一 
站 = 户 (zy 丰 = 巡 ++2-1 
D=. 及 (fy 3 二 生地 
3， 对 下 列 方 穆 组 求解 一 个 在 东平 面 的 区 间 , 如 果 (po,g) 位 于 这 个 区 间 , 则 固定 点 迭代 
保证 收 伍 (参见 定理 3.17); 
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= gifxy)= (人 -从 一 3)13 
y=eBo(xyy)=(xz+yr+l)3 





图 3.7 练习 中 的 双 曲 线 和 辆 


4. 用 固定 点 形式 重 写 下 列 线 件 方程 组 。 求 *,y,z 的 边界 ,使 得 对 于 任意 满足 边界 条 件 
的 初始 值 (po,go, ro) ,固定 点 选 代 保 证 收 伍 ; 
6xr+ 7+ 5=1 
入 二 47 十 了 = 了 
X+ 7y+Ssz= 昌 
5， 对 下 列 给 定 的 非 线性 方程 组 ,分 别 采用 (a) 国定 点 内 代 与 式 (14) 和 (b) 利用 方程 式 
(18) 的 Seidel 造 代 。 使 用 初始 近似 值 (pe, ge) = (1.1,2.0) ,计算 接 下 来 的 3 个 固定 点 
近似 值 : 





2 2 
xi(z7)= < 人 + 《 双 曲 线 ) 








本 这 
y=ea(x,y)= 人 -+ +3 (图 ) 





图 3.8 练习 乓 中 的 三 次 曲线 和 双 曲 线 


6 对 下 列 非 线性 方程 组 ,分 别 采 用 (a) 固定 点 选 代 与 式 (14) 和 人 b) 利用 式 (18? 的 Seidel 
选 代 。 使 用 初始 近似 值 (po,g) = (-0.3, -1.3), 求 接 下 来 的 3 个 固定 点 的 近似 值 : 


zx 人 = 半 43 (三 次 昌 线 ) 





2 
7= Ba(r, 四 = 大 二 2 人- ( 双 曲 线 ) 


7， 设 有 非 线性 方程 组 ， 
0= 六 (xy)= 尖 -YY-0.2 
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0= 户 (xy)= 关 -于 -0.3 
这 些 抛物 线 变 于 两 点 ,如 图 3.9 所 示 。 
(ai 初始 近似 值 C(po,wo) = (1.2,1.2) ,利用 牛顿 法 计算 (pi ,9 和 (py ,9g )。 
(hb) 初始 近似 值 (pe,go) =(- 0.2, -0.2) ,和 用 牛顿 法 计算 (pl ,9 和 (paygz)。 
8， 设 有 下 列 非 线性 方程 组 ,如 图 3.10 所 示 ; 
0= 太 (xy)= 妇 + 失 一 2 
0= Atxy)= 妙 -1] 





图 3.9 红 习 了 中 的 抛物 线 3.I0 练习 8 中 的 圆 和 双 曲 线 


(a) 验证 解 为 (1,1) 和 ( -1, -1)。 
《bi 如 果 用 牛顿 法 求解 ,存在 什么 样 的 困难 ? 
9. 证 明 求 解 3x3 线性 方程 组 的 雅克 比 挝 代 是 固定 点 选 代 (15) 的 一 个 特例 。 验 证 如 果 3 
x3 线性 方程 组 的 系数 矩阵 具有 严格 对 角 优 势 , 则 满足 条 件 (17)。 
10. 证 明 求 解 商 个 方程 的 牛顿 法 可 表示 成 固定 点 选 代 的 形式 ， 
x= EXY)，yY= Bay) 
这 里 etx,7) 和 ga(xz,y) 表 示 为 ; 


及 (人 ) 矶 (se 仿 - 太 (四 ) 带 Ar 








8 TCD 
0 
detKJCz 7 


一 
王 = 


. 用 固定 点 迁 代 求解 非 线性 方程 组 (12) 。 使 用 卞 面 的 步骤 证 明 式 (16) 中 的 条 件 是 保证 
上， 双 并 收 敏 到 (p, 9) 的 充分 条 件 。 设 有 常量 K,0 < 天 < 1 因此 对 位 于 宇 形 区 城 
及 = xysa<x<Bice<y<d 过 中 的 所 有 (zx,yr), 有 ; 


es 十 





(er]| <K 
且 ， 
3 
有 Gen + ax 
假设 ec<pm< 且 c<g<d 定义 ; 
弘一 和 maxllel ;| 


m 
jj 
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对 有 两 个 变量 的 函数 利用 如 下 形式 的 均值 定理 : 


吕 让 地 二 
Eu+1 = 于 ga ,8k er + 38I(P ct ) 下 


严 5 1 -元 2( 外 3) (PP ) 瑟 
这 里 of 和 记 位 于 [ao 而 且 e 和 四 位 于 [cd 站 。 证 骨 下 列 命题 
(a) 1el1 过 丰 " 且 1 本 1 近 站 
(hb) 1es1 所 下 | 委 本 站 且 1 下 1 过 而 ;过 本 mm 
《cej ea 过 过 环 m 旧 1 再 1 过 机 过 辣 mm 
《d) lm -zx = 已 且 Lnm 和 = 


. 正如 前 面 指出 的 ,方程 组 (20) 的 雅克 比 矩 阵 是 导数 的 二 维 模拟 近似 。 将 方程 组 (20) 


表示 成 向 量 函 数 了 = 下 (下 ) ,而 且 将 所 三) 作为 这 个 方程 组 的 雅克 比 和 矩阵。 给 定 两 个 
非 线性 方程 组 罗 = 不 ( 王 ) 和 了 = G(8) ,并 且 给 定 实数 < ,证 明 ， 

(a) fce 开 (ET)) = co(( 瑟 )) 

《bj (是 )+ (下 )) = (下 (下 ))+TCGITE)) 


算法 和 程序 


使 用 程序 3.6 求 解 练习 S 和 练习 6 中 方程 组 的 固定 点 近似 值 ,结果 精确 到 小 数 点 后 10 


位 。 


.人 熏 用 程序 3.7 求解 练习 了 和 练习 8 中 方程 组 的 零点 近似 值 ,结果 精确 到 小 数 点 后 切 


位 。 


构造 一 个 程序 ,利用 固定 点 迭代 求解 方程 组 的 固定 点 。 使 用 此 程序 求解 练习 5 和 练 


习 6 中 方程 组 的 固定 点 近似 值 , 结 果 精 确 到 小 数 点 后 8 位 。 


使 用 程序 3.7 求解 下 列 方 程 组 的 零点 近似 值 ,结果 精确 到 小 数 点 后 10 位 : 


(aj) 0= 关 -x+ 从 + 歼 -5 
0= 和 这 + 人 -YY+ 屯 -4 
0= 和 + 庆 + 天 +2 一 看 
(pb)》 0= 巡 -x+2+ 和 -0 
@O=3YX 一 丰 y 十 3 
0=z- 科 一 入 
(ce) 0=(g+1) +fy+12 -as 
CO=(x 一 1 和 十 失 一 
0=4x+2 庆 + 到 一 16 
(qd 0=9x+36 关 +4 和 2 一 条 
0= 妆 -2 和 2 一 20z 
0=16x -和 三 一 2 和 2 一 162 
为 了 求解 下 列 非 线 件 方程 组 ， 
轿 =? 了 2 -10x-y-1 
0=8 和 一 117+xY- 
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使 用 MATLAB 在 同一 坐标 画 出 两 个 曲线 。 各 据 画 出 的 图 验证 两 个 曲线 有 9 点 相交 ,并 
估计 相交 点 坐标 。 根 据 这 些 估计 值 ,使 用 程序 3.7 求解 这 些 点 的 近似 值 ,精确 到 小 数 点 
后 9 位 。 


， 问 题 5 中 的 方程 组 可 表示 为 固定 点 的 形式 : 


有 3 
ve 这 一 


8i+z 二] 
7 


通过 使 用 计算 机 进行 练习 可 以 发 现 ,无 论 使 用 什么 初始 近似 值 ,利用 固定 点 迁 代 ( 利 
用 这 个 特殊 的 国定 点 形式 ) 只 能 找到 9 个 相交 点 中 的 一 个 。 请 问 是 否 存在 其 他 的 固 
定点 形式 ,可 求解 方程 组 中 的 其 他 解 ? 
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用 于 评价 库 函 数 ,如 sin(x),ceosf(x),e' 的 计算 机 软件 所 使 用 的 计算 过 程 用 到 了 多 项 式 通 
近 。 目 前 最 先进 的 方法 使 用 有 理 函 数 ( 即 多 项 式 的 商 } ,但 多 项 式 逼 近 理论 适 人 台 作 为 数值 分 析 
的 人 门 课程 ,因此 我 们 在 这 一 章 中 对 它 进行 回顾 。 设 在 区 间 [ - 1,1t 内 对 函数 六 x) = e 进行 
二 次 多项式 各 近 ,图 4.1(a) 为 其 泰 革 多 项 式 结果 ,图 4.1(b) 为 其 切 比 雪夫 多项式 结果 。 素 惑 
多 项 式 的 最 大 误 盖 为 0.218282, 而 切 比 雪夫 多 项 式 的 最 大 误差 为 0.056468。 本 章 将 推导 出 考 
察 这 些 问题 所 需 的 基本 定理 。 








图 4.1 【9 区 而 [ - 1, 内 px) = 1.000000 + 1.000000x +0.500000*? 的 泰勒 多 项 式 扩 z) = 扩 逼近 
《Db) 区 间 [ =- 1.1 内 珠 *) = e 的 切 比 雪夫 元 项 式 gf(x) = 1.000000 + 1.129772x +0.532042x2 逼近 


在 组 全 多 项 式 构 造 中 有 一 个 相关 的 问题 :给 定 平面 上 的 ”+ 1 个 点 (其 中 任意 两 点 都 不 在 一 条 竺 
直线 上 ) ,组 合 多 项 式 是 过 这 些 点 的 ,惟一 日 次 数 小 于 等 于 n 的 多 项 式 。 在 已 知 数据 具有 高 精度 的 情况 
下 ,组 合 多 项 式 有 时 用 来 寻找 通过 给 定数 据点 的 多 项 式 。 构 造 组 全 多项式 的 方法 有 许 狗 种 ; 线 件 方程 
求解 ,使 用 拉 格 朗 日 (Lagmange) 系 数 多 项 式 ,构造 分 段 差 分 表 和 牛顿 多 项 式 系 数 ,上 述 三 者 都 是 数值 分 析 
中 的 重 村 技术 。 例 如 ,过 点 (1.2),(2,1),(3,5),(4,6),(5,1 的 组 合 和 多项式 为 : 

Prz) = 5 一 32x +427 -806x + 504 





图 4.2 中 显示 了 点 及 多 项 式 曲 线 。 


站 


一 ha ru 和 hh 品 











图 4.2 过 点 (1,2),12,1).(3,5) (4,6),15,1) 的 组 合 多 项 式 图 
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4.1 素 勒 级 数 和 函数 计算 


极限 过 程 是 微 积 分 的 基础 ,例如 ,导数 
了 所 和 ) 一 im 不 十 二 人) 


是 差 商 在 分 子 分 母 均 下 于 0 时 的 极限 。 泰 勒 级 数 是 另 一 类 型 的 极限 过 程 , 即 无 穷 多 项 相 加 ,并 
求 部 分 和 的 极限 。 其 重要 应 用 之 -一 是 表示 基本 函数 :sinf yj,ensfz)j,er,in(x) 等 。 表 4.1 是 一 
些 常用 的 泰勒 级 数 展开 。 部 分 和 可 求 到 满足 指定 的 精度 要 求 为 止 ,级 数 方法 通常 用 于 工程 和 
物理 领域 中 。 
现在 来 看 怎样 由 有 限 和 得 到 无 限 和 的 较 好 逼近 ， 作 为 示例 ,我 们 使 用 表 4.1 中 的 指数 级 
数 来 计算 自然 对 数 和 指数 鹃 煞 的 基 ,e = o!L。 选 择 * = 工 , 并 计算 级 数 ， 
于 


1_1，1 4 工 
e“ =1+ 让 + 本 + 本 + 有 + + 厅 十 


表 4.1 一 些 常 栖 数 的 华 勒 级 数 展开 


sn(mJ=- xs- 条 + 条 -本 + 对 所 有 > 
和 - 9 有 
“=1tz+ 丰 + 可 + 亲 + 对 所 有 > 
(+ =-z- 要 + 厅 - 闪 + -1sxsl 
antn(z=x- 和 + 条 - 务 人 一 
人 ra 下 + 下 全 全 + CE 二 史 忆 -22 |x1 芭 








1.1 节 中 对 无 穷 级 数 的 和 的 定义 要 求 部 分 和 S 收 伍 于 一 极限 。 表 4.2 中 列 出 了 这 些 和 
的 值 。 


囊 4.2 计算 B 的 部 分 和 S， 





忆 
Fm 
册 
Mt 
中 








1T 2 此 

人 1 人 

1 2.0 

2 2.5 

3 266000066560666 .，. 
了 2.708333333333，. . 
5 2.716666666666.、. ， 
6 2.718055555555、. . 
了 2.718253968254..， 
& 2.718278769841... 
9 2.718281525573、. ， 
雪 2.718281801146.、，， 
1 2.718281826199.. . 
12 2.718281828286.. . 
]3 2.718281828447 ... 
寺 2.7]18281828458.. . 


em 
Cn 


2.718281828459、,， . 
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一 种 自然 的 考虑 方法 ,是 将 函数 的 寡 级 数 表 示 看 作 一 种 次 数 递增 多 项 式 的 极限 情况 : 若 有 
足够 的 项 相 加 , 则 可 得 到 精确 的 欢 近 。 这 一 点 需要 精确 化 ,选择 什么 次 数 ? 怎样 计算 多 项 式 中 
的 系数 ? 定理 4.1 将 回答 这 些 问题 。 
定理 4.1( 素 勒 多 项 式 逼 近 ) 设 AE 台 ” [ae,b], 而 so 和 [ea,b] 为 固定 值 。 若 *E [ae,b], 则 
有 : 


扰 s) = Pr 人 fx) 可 wf) (1) 
其 中 Pry(x) 为 一 多 项 式 , 可 用 来 近似 六 xz)， 
员 有 
城区 ] (xD) = 之 万 和 e)0 一 Wog 】 (2 


误差 项 玉 (x ) 为 ， 
杞 (= 全 党 庆 o-ao (3) 
ce(z) 为 x 和 x 之 间 的 某 点 。 
证 明 留 作 练习 。 


《2) 式 说 明 如 何 计算 素 惑 多项式 系数 ,虽然 误差 项 (3) 中 有 一 个 类 似 的 项 ,注意 Fa*bfe) 
在 不 确定 点 “ 处 求 值 ,e 依赖 于 值 *。 因 此 我 们 不 对 杷 (x) 求 值 ,只 用 它 来 确定 一 个 界 , 作 为 盘 
近 的 精确 度 。 

例 4.1 说 明 为 什么 要 得 到 表 4.2 中 13 位 数字 的 近似 e =2.718281828459 ,只 需 15 项。 
在 点 =0, 将 扩 x)= 巴 展开 为 15 阶 泰勒 多 项 式 ,其 中 指数 项 为 (z -0)4 = 过 ,而 导数 项 
为 (5 天 (cr)=…= Fe =er 前 15 项 导数 用 于 计算 系数 a = co/k1 ,可 写 为 ; 





Pa(=1+x+ 条 + 折 + 一 + 站 (4) 
在 式 (4) 中 令 立 三 1 ,得 到 部 分 和 人 15 一 Psf1l)。 和 余 项 用 于 计算 逼近 的 精度 ， 
Ba(= 全 (他 (9) 


由 于 选择 了 xzo =0 和 x=1, 因 此 值 c 位 于 它们 之 间 ( 即 0<e<1l), 政 ec e 。 注 意 表 4.2 
中 的 部 分 和 上 限 为 3, 是 不等式 合 并 得 ee <3, 代 入 下 面 的 计算 ,有 ， 
1Es(D1= L 人 人 让 < 记 <1.433844x 10-8 

从 而 ,在 近似 值 es 2.718281828459 中 的 每 一 位 都 是 有 效 数 字 , 因 为 实际 误差 (不 管 是 多 

光 )} 在 小 数 点 后 第 13 位 必然 小 于 2。 1 

-下面 将 讨论 有 关 逼 近 的 一 些 特点 ,而 不 给 出 定理 4.1 的 严格 证 明 ( 读者 可 在 任何 一 本 微 积 
分 标准 教材 中 找到 更 多 详细 的 讨论 )。 再 次 以 函数 关 z = e 和 值 xo =0 为 例 ,由 基本 微 积 分 
可 知 , 在 点 (x,e) 处 ,曲线 y=e 处 的 斜率 是 F"0x) = e, 故 点 (0,1) 处 曲线 的 切线 为 /00) = 
,点 (0,1) 处 曲线 的 切线 为 y = 1+ x; 在 定理 4.1 中 用 六 =1 可 得 出 相同 公式 , 即 Pi (z) = A(0) 
+z(DO)xA1l=I+Y 因 此 PCz) 为 该 曲线 的 切线 , 见 图 4.3。 

可 以 看 出 通 近 =1+ * 在 中 心 x =0 附 近 较 好 ,而 随 着 * 远离 0 点 ,两 条 曲线 之 间 的 距 
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离 增加 。 注 意 两 条 曲线 在 (0,1) 处 的 斜率 相等 ,在 微 积 分 中 可 知 一 条 曲线 的 二 阶 导数 指示 它 是 
上 四 或 下 止 。 若 曲线 y = 站 x) 和 7=gfxz) 满 足 Ai)=gtxol,r ao)=B(xo) 和 (ao)= 
玉 fxo) , 则 它们 在 x 处 有 相同 曲率 了 了 。 对 于 通 近 函数 六 ) 的 多 项 式 , 这 是 一 个 良好 的 属性 , 推 
论 4.1 说 明 , 对 Nz2, 泰 勒 多 项 式 具 有 这 一 属性 。 








狠 4.3 7y= 人 和 7= 疡 (oz=1+x 的 曲线 
推论 4.1 车 已 为 定理 4.1 给 出 的 六 次 泰勒 多 项 式 , 则 ， 
PP (axo) = (0xo) ,天 = 0 1 到 《6) 


证 明 : 令 式 (2) 和 式 (3) 中 x = 各, 结果 为 已 (xj = 成 加 则 当 上 =0 时 (6) 式 成 立 。 对 (2) 

式 右 端 求 导 ,得 : 
可 一 1 二 二 1 “ 
Pr = 了 在 全- 吕 记 Ce O) 

令 ( 人 7) 中 xx=m, 刚 得 Po)- 《xo), 故 当天 = 工时 (6) 式 成 立 。 对 (7) 式 连续 求 导 可 证 明 ( 旨 
式 对 其 他 情况 也 成 立 ,详细 证 明 过 程 留 作 练习 。 

由 推论 4.1 可 知 ,y = 亚 (xz) 具 有 属性 rzo)= 已 (xz), Fam)= Pi(z) 和 7 
= 产 :(xo), 故 它们 在 xm 处 有 相 则 曲率 。 例 如 ,图 4,4 为 Kx)=e 和 已 (x)=1+x+ 好 /2 可 以 
看 出 在 (0,1) 点 处 它们 有 相同 的 曲线 形态 。 





了 一 具 (可 






上 二 六 ( 








-2 5 1 1 

图 4.4 7= 允 和 7y= 户 (xz)=1+z+ 天 2 曲线 
在 逼近 理论 中 ,我 们 总 是 试图 导 找 解析 函数 @ 天 xz) 在 区 间 [e.3] 内 的 精确 多 项 式 轴 近 ,这 是 
开发 计算 机 软件 时 使 用 的 技术 之 一 。 泰 勒 多 项 式 的 精度 随 8 的 增长 而 提高 ;而 通常 ,任何 给 定 





外 曲线 y= 扎 *) 在 (xzo,yo) 处 的 曲率 关 定 六 为 大 = 1LP7(Cs0U0T+ [fa 
也 ”函数 所 z) 在 z 处 是 解 桥 的 , 若 它 有 连续 的 各 阶 导数 , 则 在 om 附近 的 一 个 区 闻 中 可 表示 为 泰勒 级 数 。 
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多 项 式 的 精度 都 将 随 * 远离 中 心 点 x 而 降低 。 因 此 ,我 们 必须 选择 足够 大 的 六 ,并 限制 最 大 值 
1x -~ xo1 ,使 得 误差 不 会 超过 给 定 限 度 。 若 选择 区 间 宽 度 为 28, 而 mm 位 于 区 间 中 心 ( 即 1x - 知 1 
< 玉 ), 则 误差 绝对 值 满足 关系 : 


| 误差 |- 1 及 (z)1<r (9 


其 中 而 二 ma (1 和 - 天 :生生 二 如。 若 所 有 导数 一 致 有 界 , 则 式 (9) 中 的 误差 界 与 本:+27CN 
+ 了 成 正比 ,并 且 在 六 增加 而 吕 固定 时 或 固定 而 及 趋 于 0 时 递减 。 表 4.3 显示 了 这 两 个 参数 的 选 
择 对 区 间 1x1 和 只 内 逼近 e= 户 (x) 的 精度 影响 , 当 六 最 大 而 丸 最 小 时 误差 最 小 。 图 4.5 给 出 了 己 ， 
忆 ，P 的 曲线 。. 

表 4.3 在 区 间 1xls 有 内 通 近 =- Pv( 四 的 误差 限 | 误 善 | < eFe1f AN+ 人 的 什 
如 = 了 .日 ,1r1 过 2. 疏 办 =1.0,1xl1s1.0 只 =0.5,.1x1s0.5 















上 =1.5,1*|s1.5 






























本 pr) 0.55680499 0.07090172 人 站 .00377539 0.00003578 
em Pofz) 0. 18765857 0.91519323 0.00053934 .00000256 
tx) 0.04691464 0.00284873 0.00006742 0.00000016 
二 (0 0.01042548 0.00047479 0.00000001 











图 4.5 y=ey= 户 (zy= 己 (和 yy= 严 (xy 的 曲线 

例 4.2 永 逼 近 多 项 式 拓 se Pa(x) 在 区 间 1z1s1.0 和 1x[ 二 0.5 内 的 误 善 寥 。 

车 151 拉 1.0, 则 令 尽 =1.0, 由 (8) 式 中 的 [Fe) 1=1elsem= 玉 有 | 
lemorl = 1 有 (>)1< 和 0) ~0.00000749 

车 1z1s0.5, 则 今 尺 =0.5, 由 (8) 式 中 的 Ife(e) 1 = jeelseos- 扩 有 ， 
lemorl = | 应 (< 一 5) 0.00000001 





图 4.6 误差 y= 丽 (z)= 电 -机 (xz) 旧 线 
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例 4.3 车 扰 x)= 巴 ,证 明 让 =9 是 满足 区 间 [ -~- 11] 内 1 误差 1 = | 到 fx)1 芝 0.0000005 的 最 小 
整数 。 因 此 瑟 (x) 可 用 来 计算 e 的 近似 值 , 精 了 确 到 小 数 点 后 第 日 位 。 需 要 找到 满足 
的 最 小 束 教 。 


| error| = | BDI< 人 Di <0.0000005 
再 例 4.2 知 ,六 =8 太 小 故 试 用 让 =9, 并 发 现 | 丽 (x) 二 e(D (9+1)L 近 0.000000749, 该 值 
略 大 于 需要 值 ,故我 们 很 可 能 选择 彤 = 10。 但 在 痛 定 误差 限时 我 们 使 用 的 是 e 二 ef 作为 粗略 
估计 ,因此 0.000000749 只 比 实 际 误差 稿 大 了 一 点 。 转 4.6 显 示 了 楞 (zj = 一 已 (xz) 的 曲线 ， 
注意 最 大 垂直 距离 的 为 3x 10-7 ,在 右 端 点 (1, 本 (1)) 处 。 实 际 上 ,该 区 间 内 的 最 大 误差 为 配 (T) 
=2.718281828 - 2.718281526--3.024x 10- ,因此 ,=93 就 恕 了。 


4.1.1 多 项 式 计算 方法 


计算 多 项 式 有 多 种 数学 上 等 价 的 方法 。 例 如 ,考虑 函数 ， 
Fi = (1 (9) 
几 z) 的 计算 需要 用 到 指数 函数 ,或 用 二 项 式 公式 将 /sz ) 展 开 为 x 的 震 : 
= 中 


= 和 -8o +28z5 56647024 56 妇 +282 -8r+1 《10) 
直 纳 (Homer) 方 法 ( 兄 1.1 节 ) ,也 称 为 嵌 套 乘法 ,可 以 用 来 计算 式 (10) 中 的 多 项 式 , 式 (10) 
用 各 纳 方法 改写 为 : 
As)=tCCCCCs -8)st+t28)x-56)x+70)x-56)x+28)7 8)x+1l (11) 
这 样 计算 六 *) 需 要 7 个 乘法 和 8 个 加 ( 减 ) 法 ,从 而 消除 了 指数 函数 的 计算 。 
我 们 以 一 个 与 表 4.1 中 的 泰勒 级 数 和 定理 4.1 中 的 泰坦 多 项 式 相关 的 定理 来 结束 本 节 。 


定理 4.2( 泰 勒 级 数 ) 设 /(x) 是 解析 的 ,并 在 包含 ms 的 一 个 区 间 (a, 呈 有 连续 的 各 阶 导 数 
= 1,2,…。 设 泰勒 多 项 式 (2) 趋 近 于 一 个 极限 : 


让 站 
Stx) = impuv(s) = ji >， 广 近 )(。 一 和 和 《12) 
| 。 
则 As) 有 素 勒 级 数 展开 
四 时 
xz) = 立 记 人 -sw [13) 


证 明 : 直 接 由 节 1.1 中 的 级 数 收敛 定义 得 到 。 极 限 条 件 通常 描述 为 当 尺 趋 于 无 穷 大 时 ， 
误差 项 趋 于 0, 因此 式 (13) 成 立 的 一 个 充 要 条 件 是 ; 


1 皮 寺 上 





其 中 e 依赖 于 六 和 >x。 
4.1.2 习题 
1.， 设 大 x*) =sinfx), 应 用 定理 4.1， 
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12. 
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【ay 对 xno = 计算 Psixh PCxz 和 Po(xw]o 
(b) 证 明 ;: 若 1x1 大 1, 则 逼近 铬 项 式 : 


了 用 
帮 时 


sin(z)~x -+ 有 十 条 十 四 
有 误差 限 1Es(xz)1<101 过 2.75574x10-。 
(ce)] 用 m = x14 ,计算 P,(xz), 其 中 包含 (xz - 4) 的 寡 函 数 。 
设 六 *) = eos(x) ,使 用 定理 4.1， 
(a) 对 xo=0, 计 算 Pifxy,Pofx) 和 Ptxz)。 
《b) 证 明 : 苦 1x1<1, 则 逼 近 多 项 式 ， 
oos(z]=1- 条 + 和 “一 村 
有 误差 限 1 本 (xz)1< 1L91 二 2.75574 xx 10-5。 
te) 用 xm = fr14, 计 算 已 fx), 其 中 包含 (* - 14)) 的 圭 本 数 。 
函数 斥 x) = x 在 点 如 =0 和 大 xz)= x22 附 近 是 否 存在 泰勒 级 数 展 开 ? 试 证 明 你 的 结论 。 
《al) 求 函 数 六 xz) = ICL+Y) 在 =0 附 近 六 =5 的 素 勒 志 项 式 。 
(hb) 求 (a) 中 的 逼近 多 项 式 的 误 姜 项 gs(x)。 


求 函 数 Kx) = e- ?在 和 =0 附 近 六 = 3 的 奉 勒 多 项 式 。 

求 画 数 As) = -2x+2x 在 和 = 工 附近 六 =3 的 素 勤 多 项 式 己 (x), 并 证 明 
大 xx) = Pr)a 

《ah 求 函 数 所 zx) = xz 在 和 =4 附 近 六 =5 的 泰勒 多 项 式 。 

(b) 求 函 数 所 zx) = z2 在 和 =9 附 近 六 =5 的 泰勒 多 项 式 。 

《e) 判断 (a) 和 (by 中 蛙 个 多 项 式 更 好 地 通 近 (6.5) 己 。 

对 ALx) =(2+x)22, 使 用 定理 4.1， 

(a) 求 zx =2 附近 的 泰勒 多 项 式 已 (x)。 

《hb 用 PCz) 计 算 32 的 近似 值 。 

《e) 求 区 间 1sces3 内 1Ae(c) 1 的 最 大 值 ,并 计算 |,(xy1 的 界 。 

求 在 xm =0 附近 需要 展开 的 素 勒 多 项 式 Pv(x) 的 次 数 ,使 得 对 ee! 的 逼近 误差 小 于 10-。 


. 求 在 x = 附近 需要 展开 的 泰 勤 多 项 式 Pry (xz) 的 次 数 ,使 得 对 cos(33r/32) 的 逼近 误 


善 小 于 10 5。 

(a) 求 PKx) = ”ioos(eG) 下 在 x=0 附 近 =4 的 秦 鞭 多项式 。 
《hb) 用 泰勒 多 项 式 求 号 0.1) 的 近似 值 。 

《ce) 求 (b) 中 近 伺 计算 的 误差 界 。 


ta 对 1xz1<1 区 间 内 的 几何 级 数 ， 

下 二 =1-+ 直 -由 + 三- 其 中 lz < 1 
两 端 乏 项 积分 ,得 ， 

arlan(z) = z -等 + + 所 - 乞 +…, 其 中 al <1 
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(b) 利用 rx 上 6 = aretan(3 2) 和 (a) 中 的 级 数 ,证 明 : 
r=32x2l1 3 + 3 2 + -| 
(e) 利用 (b) 中 的 级 数 ,计算 精确 到 8 位 数字 的 < 值 : 
3.141592653589793284，.， 
. 利用 大 sx) = nt+x) 和 如 =0, 并 使 用 定理 4.1， 
(ay 证 明 FPCz)y= (TIC(E1)TACT+) 
(b) 证 明 次 泰 基 多 项 式 为 ; 





(e) 证 明 局 (xz 的 误差 项 居 : 

[ 加 1)wsy+1 
三 (9)= (+rTIT+eJri 

{d) 计算 妃 (00.5)， Po(0.5)， Ps(0.5) ,并 与 mn(1.5) 进 行 比较 。 


{e) 证 明 若 0D.0<xs<0.5, 刚 逼近 款项 式 ， 


了 3 及 9 
光 玫 和 
In(z) = 和 可 ++ 林 一 + 林 一 可 + 三 


具有 误差 界 1 杞 1 去 0.00009765。 

. 二 项 式 级 数 。 设 扰 x) =(1+x)a ,日 xo =0o 

(a) 证 明 Fe(x)》= pp-1)…(P- 下 +1(1L+YJP-e。 
(b) 证 明 其 六 次 泰勒 老 项 式 为 : 


4 上 
Pi(x) =1++PP 末 和 + + PP 有 员 = 阅 1 








《e) 证 明 ; 
耳 wKz) = 古 ( 天 一 1 一 ACT+ee NT 人 
(gd) 令 P= 1/2 ,计算 忆 (0.3), 忆 (0.5 和 已 (0.5) ,并 与 (1.5) 刀 进行 比较 。 
(ae 证 明 寿 0.0< xs0.5, 则 逼近 多 项 式 : 
Or "=1+ 冯 -人 + 务 -和约 + 颖 
有 误 善 界 1 Bi 1 近 (0.57(2111024) = 0.0003204… 
(f 证明 车 p = 上 为 一 正 整数 , 则 : 
ACTDz + NT  ， 交 


Prktai=l1+ 瑟 + 一 7 0 十 夺 


注意 这 是 著名 的 二 项 式 展 开 。 

. 求解 ,使 得 对 任意 1 1<105, 有 lx -iT<es 

《aa) 设 妃 x)=eosfz), 且 40 二 候 o 

(hb 设 扩 xz)=ain(x), 且 xo=r2。 

(o 设 六 xs)=e 且 >x=0o 

《al) 设 y= 上 凡生 为 一 侦 函 数 ( 即 , 对 于 了 定义 域内 的 所 有 = ,X -si= 扎 <，Pwfx) 具 
有 什么 性 质 ? 
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(hb) 设 y= 天 xz) 为 一 奇 函 数 ( 即 , 对 于 了 定义 域内 的 所 有 x* ,所 -%)= -站 Y)，Pukz) 
有 只有 什么 性 质 ? 

17. 设 y= 关 xz) 为 一 下 次 多 项 式 , 若 起 加)>D 且 请 (xo Fao)s0 证 明 :了 的 所 有 
实 根 小 于 xo。 提 示 : 将 上 在 xz 附近 展开 为 泰勒 多 项 式 。 

18. 设 失 xz) = 全, 利用 定理 4.1 计 算 az =0 附 近 的 PCz), 交 =12,3…。 证 明 : Ptz) 的 
每 个 实 根 有 小 于 等 于 ] 的 重 数 。 注 畜 : 若 p 为 多 项 起 中 zx) 的 时 重 根 , 则 它 是 产 (x) 
的 好 -1 重 根 。 

19. 通过 Pi (xz) 的 表达 式 和 下 式 : 

PN (xzo) = (xzo) 下 =23 
完成 推论 4.1 的 证 明 。 

习题 加 和 21 完成 对 泰勒 定理 的 证 明 。 

20. 设 中 f 电 及 其 导数 g 和 9( 昌 =12, ,A++1 在 区 间 (e, 妇 内 连续 ,x。 为 区 间 内 一 点 。 
者 存在 两 个 不 同 的 点 * 和 xm ,满足 gf)=0, 且 gz)=g(zo)=…go2fo 证明， 
存在 一 个 值 在 x 和 sx 之 间 , 目 gge) =0。 

说 明 : 注意 g( 归 为 上 的 函数 , 值 * 和 xn 应 看 作 与 变量 上 相关 的 常数 。 
提示 :利用 风水 定理 (第 1.1 节 , 和 定理 1.5), 在 以 xz 和 > 为 端点 的 闭 区 间 内 找到 点 c,， 
满足 gfel) =0。 再 对 蚊 和 以 ,el 为 端点 的 区 间 应 用 罗 和 尔 定理 ,找到 满足 式 。， 
的 数 久 (cz)。 依 此 类 推 ,直到 找到 cv ,满足 goD(ev)=0。 
21. 利用 练习 20 的 结果 和 函数 ， 
(一 


号 ( = 所 乓 一 玉 二 Ex)77 on 
其 中 PCx) 为 六 次 泰勒 多 项 式 , 证 明 误差 项 玉 (xz) = FLx) - 局 (xz) 形 如 : 





Be-= At(o) 全 有 2， 
提示 : 技 出 gf” (4), 并 求 其 在 := 。 处 的 值 。 


4.1.3 算法 与 程序 


MATLAB 的 矩阵 特性 使 我 们 能 够 快速 地 计算 一 个 函数 在 多 个 点 处 的 值 ,例如 , 若 和 = [ - 
0 1], 则 sin(X) 将 产生 [sin( - 1) sn(0) sin(1)]。 类 伺 地 ,车 X= -1:0.1:1, 则 Y=X 将 得 
到 一 个 与 X 同样 维 数 的 第 阵 了 ,其 值 为 正弦 函数 的 值 。 通 过 定义 矩阵 D = [XY] ,这 两 个 
行 第 阵 可 以 输出 为 表 ( 注 意 : 和 矩阵 X 和 站 必须 有 相同 的 长 度 )。 
1. (ay 用 plot 命令 ,在 同一 幅 图 中 绘制 区 间 - 1 过 rs1 内 的 sinfx) ,以 及 习题 上 中 计算 出 
的 PCx),P0xz) 和 Pofx)。 
(hb) 建立 一 个 表 , 其 列 为 在 区 间 [ - 1,1] 内 以 等 上 距 的 10 个 点 x* 上 的 sinfx), Pi (xz)， 
PCxz)，Po(r)。 
2.《a) 用 plot 命令 在 同一 幅 图 中 绘制 出 区 间 - 1 近 x 二 1 内 的 cosfx) ,以 及 习题 2 中 计算 出 
的 Pi(xz),Ps(z) 和 Ps(z)。 
(pb) 建立 一 个 表 , 其 列 为 在 区 间 [ - 1 ,器 内 等 上 距 的 4 个 点 于 上 的 eogsfxz) ,已 fr)， 
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Potzyy Pa(zie 


4.2 擂 值 介绍 


在 第 4.1 节 中 我 们 了 解 了 如 何 用 泰勒 多 项 式 来 通 近 函数 FLx) ,构造 泰勒 多 项 式 所 需 的 信 
息 是 xe 处 的 了 及 其 导数 值 。 该 方法 的 缺点 之 一 是 必须 知道 函数 的 高 阶 导 数 信 ,而 通常 的 情况 
是 ,它们 要 人 么 无 法 得 到 ,要 么 难以 计算 。 

假设 函数 y= As) 在 六 +1 个 点 (m 加) (wwyyw) 处 的 值 已 知 , 其 中 值 w 在 区 间 [e， 
站 上 分 布 , 且 满 足 : 

和 和 和 < 
则 可 以 构造 一 个 过 这 N + 1 个 点 的 六 次 多 项 式 P(z)。 在 构造 中 ,只 需 知 道 和 的 数值 ,而 
不 需要 高 阶 导 数值 。 可 在 整个 区 间 [ ,8] 内 用 多 项 式 P(z) 来 各 近 六 xz) ,然而 , 若 需要 求 误差 
函数 赤 (x) = FA(xz)- P(z), 则 需要 知道 AD0(x) 及 其 值 的 范围 , 即 ， 

= mag|l|Fwrngz)liesxcE 

统计 和 科学 分 析 中 经 常 出 现 函 数 y = Kx ) 只 在 六 + 工 个 点 (zx ， 办 ) 处 已 知 的 情况 ,需要 一 
种 方法 来 近似 求 得 头 x) 在 其 他 点 上 的 值 。 若 已 知 值 存在 显著 误差 , 则 需 考虑 第 5 章 中 的 曲线 
拟 侣 方法。 但 是 , 若 ( ,3 已 知 具 有 高 精度 , 则 可 以 考虑 通过 这 些 点 的 案 项 式 函 数 y = Pfy)。 
当 xo<x<xn 时 ,近似 值 P(x) 称 为 "内 插值 ", 当 x< ww 或 mc<x 时 , 称 P(z) 为 “外 插值 "。 在 
数值 盖 分 ,数值 积分 以 及 绘制 经 过 给 定点 的 虹 线 的 软件 算法 中 ,都 有 用 驳 项 式 来 计算 函数 近似 
值 的 情况 。 

了 下面 简 要 地 回顾 一 下 如 何 计 算 多 项 式 P(x); 





P(z) = an WE 二 {1) 
堆 纳 方法 是 一 种 有 效 的 计算 方法 。 导 数 天 (x) 为 : 
av (2) 
而 满足 了 (4x) = P(z) 的 不 定 积分 凡 x) = | P(x) 几 为 ， 
Ca = 2 + + 十 Co0 光 十 如 (3) 














其 中 5 为 积分 常数 。 算 法 4.1( 本 节 末 尾 ) 给 出 如 何 将 起 纳 方 法 用 于 户 (x) 和 开 32) 的 计算 。 
例 4.4 多 项 式 P(zJ = -0.022+0.202 -0.4x+1.28 通 过 4 个 点 :1,1.06),(2,1.12),(3， 
1.34) ,05,1.78)。 计 算 :(a) P(4) fb) 已 (4),(e) 1 P(z)w,(d) PP05.5) ,0e) 给 出 
如 何 计算 P(x) 的 系数 。 
对 x=4, 利 用 工法 4.1(i) - (证 }【 等 价 于 表 1.2 中 的 进程 ) 进 行 计 算 ， 
(a) 2 = aa= 一 0.0 
玉 = e+iaxr=0.2+(-0.02)(4)=0.12 
站 =eai+ix= -0.4+(01I2)047=0.08 
bo=ao+ax=i.28+f0.08)1(4) = 1.60 
内 播 值 为 P(4)=1.60( 见 图 4.7(a)。 
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《by》 中 =3ai= -0.06 
册 =2o+ 由 xx=0.4+(-0.06)(04) =0.16 
而 = 直上 + 二 yx= -0.4+(0.16)(4) =0.24 
数值 导数 为 已 (4) =0.24( 见 图 4.7(h))。 


(e) 记 = 旦 = -0.005 


谋 Y 


疡 = 学 + au = 0.06666667+( -0.005)(4) = 0.04666667 
，_ CGI 
5 
站 = ao+zx=128+( 一 0.01333333)(4) = 1.22666667 
zi = 人 + Dix=DO+T(I22666667)(4) =4.90666667 


+Dbzr= -0.2+(0.04666667)(4) = -0.01333333 


了 了 切线 土 率 为 PY4) 
2.0 (3 PS 9) 


(人 (4 





图 4.7 【人 逼近 多 项 式 P(x) 可 用 于 内 插 点 (4, P(4)) 和 外 插 点 (5, PS7) 
(hb) 对 通 近 多 项 式 PC* ) 求 导 , 且 由 户 (x) 计 算 内 插 点 (4, P(47) 的 幸 率 


于 是 ,1(4) = 4.90666667。 类 似 地 , 开 1) = 1.14166667。 因 此 ，| 4Pfx) 涂 = 7(4) -了 (1 
=3.765( 见 图 4.8)。 





图 4.8 对 台 近 多 项 式 P(x) 求 积分 ,并 用 其 不 定 积分 计算 区 间 1< xs4 内 曲线 下 的 面积 
(d) 对 *=5.5, 利 用 算法 4.1(i 有 ; 
了 二 台 34 一 一 站 .位 
加 = oa+ax=024+(-0.02)05.5) = 0.09 
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中 =al+Bx= 一 0.4+(0. 的 )(S.5)] =0.095 
加 =eo+axz=1.28+(0.095)(5.5] = 1.8025 
外 播 值 为 Pf5.5) = 1.8025【〔 见 图 4.7(a))。 
(e) 可 以 用 第 3 章 的 方法 计算 系数 。 设 P(z)= 4+ 本 + Co2+ pa, 则 在 每 个 点 = 1,2， 
3,5 处 有 关于 4 ,下 ,CC, 呈 前 线性 方程 ， 
dx=l:4+158+1C+15D=1.06 
dz =2:4+28+4C+8PD=1.12 
4ix =3:4+3 吾 +9C+23 了 =1. 对 4 [4》 
dr =5:4+S8+250+125 了 =1.78 
式 (4] 的 解 为 :4=1.28，B= -0.4,C=02, 了 = -0.2， 


用 该 方法 来 求解 系数 在 数学 上 是 可 行 的 ,但 有 时 矩阵 难以 精确 求解 ,本 章 设 计 了 专门 针对 
允 项 式 计算 的 算法 。 

回 到 利用 多 项 式 计算 一 已 知 函 数 的 近似 值 问题 。 在 第 4.1 节 中 介绍 过 ,F(x)=Jn(1+z) 
的 5 次 泰 勤 多 项 式 为 ; 


r(z) =x- 汪 + 半 - 半 + 和 (5) 

若 在 区 间 [ - 1,1] 内 用 Kx) 来 近似 mn(1+ *) , 则 在 * = 0 处 其 误差 为 0 而 在 * = 1 处 ( 见 

表 4.4) 误 差 最 大 ;实际 上 , 7(1) 与 正确 值 m(2) 之 间 的 误差 为 13 免 。 要 找到 一 个 能 在 区 间 [0， 

1] 内 更 好 地 逼近 hn(1+ xz) 的 5 次 多 项 式 。 例 4.5 中 的 多 项 式 P(x) 是 一 插值 多 项 式 , 且 在 区 间 
[9,1] 内 以 不 超过 0.00002385 的 误差 通 近 ln(1 + *)。 


表 4.4 [0,1] 内 5 次 泰勒 多 项 式 7 如， 以 及 函数 ntT + 旭 和 误差 nt1+ 划 - 了 [加 的 值 

















。 素 葵 多 欧式 误 关 
人 jnfl+s) Int1+s)y- Th) 
站 . 避 0,00000000 .00000000 00000000 
心 .2 口 .18233067 修 . 18232156 一 0.00000911 
们 .4 虽 .33698133 站 .33647224 000050909 
站 .个 履 .47515200 品 .47000363 0.00514837 
心 . 当 .61380267 曲 .58778666 一 避 .02601601 
工 杂 .85333333 由. 的 314718 0090183615 


例 4.5 考虑 函数 六 zx)] = m(1+x) 和 基于 6 个 节点 = 天 =0,1,2,3,4,5 的 多 项 式 : 


(z) =0.02957206x5 -0.12895295x4 二 0.282496263 
-0.48907554x2 +0.99910735x 


下 面 是 对 近似 Ps )=:lnfl+ 志 ) 的 经 验 描 述 : 
1， 在 每 个 节 吉 上 有 已 (如 ) = 成 各 )( 殉 表 4.5。 


表 4.5 例 4.5 中 的 禹 近 多 项 式 P( 对 和 函数 妨 x] = 和 [1+ 好 及 误 关 Ex 在 [ -0.1,1.1 内 的 值 





本 数 
起 %) = nfl+z) 






误差 
是 tx = 天 二 ) 一 忆 () 





一 恬 . 
站 .0 





-0.10536052 
了 .00000000 






-0.00026334 
0.00000000 
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{ 续 表 )} 
| 逼近 多 项 式 函数 误差 
P(z) OOJ=in(l+a (xs)=P(x)y- 2 
避 .] 站 .005S28988 | 0D.09531013 ,00002030 
0.2 自 .182321565 0 182321506 0D.00000000 
0.3 日 ,26237015 .326236420 一 站 .DO000S8D 
0.4 0.33647224 站 .33647224 0.I0000000 
0.5 0.405d465139 | .306546511 廿 ,OODO0372 
避 .6 .47000363 心 ,47000363 站 ,OOOOOO00 
0.7 0.S3063292 - 0.53062825 一 避 ,00000467 
0.8 站 .58778666 夏 .58778666 0.D0000000 
0.9 中 .64184119 全 (04185389 眉 .TO001271 
TO 站 .69314718 站 .的 314718 避 .00000000 
1 .1 日 ,74206529 自 , 41937 到 虽 .00012795 


2.[-0.1,1.1] 肉 最 大 误差 在 x= -0.1I 处 , 且 对 -0.I 过 xs 1.1 有 1 误差 1 二 0.00026334 
〈 见 图 4.10) ,因此 曲线 了 = (xz) 与 y=m(1+z) 几 乎 重 含 ( 见 图 4.9)。 


了 上 






自生 





了 =Inf1 二 革 


0.4 





自 袜 





二 1 .1L -一 时 


0 D2 04 06 08 1 0 








图 4.9 Y= 电 (zx) 的 曲线 , 它 “" 在 曲线 y = Inf1+ r) 上 方 ” 图 4.10 误差 = 8(x)=lnfl+y)y- Ptx) 的 曲线 


3. [0,1j 内 的 最 大 误差 在 ， = 0.06472456 处 , 且 对 日 二 x 芝 二 有 | 误差 | <0.00002384( 见 图 
4.10)。 


注 : 在 节点 好 处 有 不 4)= 已 (x), 故 在 一 节点 处 有 五 (办 )=0o 至 (xz)= 天 xz)-(x) 看 
起 来 象 一 个 据 动 的 弹 赞 ,其 节 皮 处 是 位 移 为 0 的 横 坐 标 。 





算法 4.1! 多 项 式 计算 ) ”用 堆 纳 方法 计算 多 项 式 P(*)、 其 导数 严 (x) 以 及 积分 
| P(xz) 故 的 值 | 





WPIT 六 PCx) 阶 数 | 
INPUT 4(0) ,4f1)》 ,4(8) | PC) 系数 | 
INPUT C | 积分 常数 | 


INPUT ”| 好 立 变量 | 
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(让 计算 Pr) 伸 压缩 版 
下 (加 7 = 由 [ 轴 ) Poy ; = 4 
TOR 乓 = 鼎 -] DOWNIOUO DO | FOR 天 = 站 一 1 DOWNTOUO DO 

盏 (发 1: 三 网 基 十 本 [后 十 上 二 三 Poly: = 4 下) + Polyy 于 
PRINT “The yalue 让 x) 证 "10) PRINT The value 已 (xyig” ,Poly 
ii) 计算 严 (x) 值 压缩 版 . 

也 证 -13 一 丰 < 下 丙 ) Derv: = 上 必 * 4 
FOR 天 = 站 -1DOWNTO 1 DO TOR 乓 = -1DOWNIO ] DO 

局 ( 开 -1)7 = 城关 和民 ) 二 归 ( 居 “二 Deriv : = 呈 * 4 二) + Deriv 总 
PRINTeTe Vane 局 Txz) i”,D(O) PRINT “The valup 叫 () 廿 ”Deriv 
ii) 计算 开 x) 值 上 诗 缩 版 : 
所 育 +1: = 4 人 ACT1 Jnteg: = 丰 [ NA 合 二 了) 
FOR 天 := ww DOWNTO 1 DO EFOR 天 = ADOwWNTO 1 bo 

下 天 1 = 有 下 -二 十 呈 二 囊 lnteg := 由 天 一 1 下 + Jateg # 于 
F0:C+ 史 7w Integ := 疡 +Jnteg # 于 
PRINT“The value 下 x) js” 开 0 PRJNT “The yalue 克 (x) ia ,JInieg 

4.2.1 习题 


1. 考虑 经 过 4 个 点 {1,.1.54)，(2,1.5),(3,1.42),(5,0.66) 的 函数 PUz) = -0.0223 + 
0.1x2 -0.2x +1.66。 
《a) 计算 Pd4)。 
{h) 计算 严 (4)。 
《e) 计算 已 z 在 区 间 [1,4] 内 的 定 积分 。 
《d) 计算 外 插值 P(5.5)。 
(e) 给 出 计算 P(x) 系 数 的 方法 。 
- 考虑 经 过 4 个 点 (0,2.08),(1,2.02),(2,2.00),(4,1.12) 的 函数 PUaz) = -0.04x3 + 
0.14x2 -0.16x +2.08。 
(a) 计算 己 (3) 。 
(b) 计算 严 (3)。 
《e) 计算 P(x) 在 区 间 [0,3] 内 的 定 积分 。 
(d) 计算 外 插值 P(4.5) 。 
ke) 给 出 计算 PCx) 系 数 的 方法 。 
3. 考虑 经 过 4 个 点 (1 1.0),，(2,1.10),(3, 1.35)》 (5, 1.75) 的 函数 PUxy = 
一 人 .0292166667x + 0.275x2 -0.570833333x -1.375。 
《a) 证 明 : 函 数值 1.05,1.10,1.35,1.75 与 例 4.4 中 的 值 相差 小 于 1. 锐 ,而 和 > 的 
系数 相差 大 于 42 多 。 
《b) 计算 PE(4) ,并 与 例 4.4 相 比 较 。 
《ce) 计算 已 他) ,并 与 例 4.4 相 比较 。 
《9g) 计算 P(x) 在 区 间 [1,4] 内 的 定 积 分 ,并 与 例 消 4 相 比较 。 


to 
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《e) 计算 外 插值 P(S.5) ,并 与 例 4.4 相 比较 。 


工 工 注 : (9 部 分 表明 , 捅 值 多 项 式 系数 的 计算 是 一 病 态 问 题 。 
4.2.2 算法 与 程序 


上 


2. 


忆 La 


4.3 


用 MATLAB 写 出 实现 算法 4.1 的 程序 ,以 1x 交 矩阵 户 = [ev Gw -1 人 本 1 al ] 为 多 项 
式 Psx) = away 上 ww_1Sm -1 十 十 Gd 十 aid+ en 的 系数 。 
对 任意 给 定 函数 ,过 6 个 点 (0,A0)) (0.2,FD.2)),(0.4,7(00.4)) (0.6, 7(0.6) (0.8， 
头 0.8)) (1 无 1) 的 5 次 插值 多 项 式 P(x) 的 6 个 系数 为 ,其 中 ， 
瑟 (z) 一 06545 + Gdw4 十 3 和 3 十 和 二 @@1 区 十 @n 
(i 通过 求解 6x6 线 性 方程 组 ， 
Ge 十 如 考 二 鸭 条 二 国生 二 本 蕉 二 乓 条 = 有 天才) 
利用 为 = (人 -了 Dj=1,2,3,4,5,6, 找 出 PCx) 的 系数 ja-oo 
( 芭 利用 问题 1 中 的 MATLAB 程序 计算 内 播 值 P(0.3), P(0.4),P(0.5) ,并 分 别 与 
扎 0.3),F0.4) ,AD.5) 比 较 。 
(这 ) 利用 MATLAB 程序 计算 外 插值 P( - 0.D) 和 P(L.T) ,并 与 捕 -0.D 和 AL) 比 
较 。 
(iv) 利用 MATLAB 程序 计算 P(>) 在 [0,1] 内 的 积分 ,并 与 Fx) 在 [0,1] 内 的 积分 比较 ， 
在 同一 幅 图 中 绘制 [0,1] 区 间 内 妃 x) 和 P(x) 的 曲线 。 
(n 为 已 (和 六 和) 和 吾 (z) = Am) -已 (全 ) 制 作 一 个 表 , 其 中 内 = 电 100， 
下 二 0 1 ,100。 
《al) 成 2) = 反 
(by 大 sx = sin(x) 
{e) 大 z) = ( 人 +T1)t3 


. 一 个 游乐 园 的 骑马 路 径 采 用 3 个 多 项 式 来 建 模 。 第 1 段 为 1 次 多 项 式 P (zx), 蓝 盖 -_ 


段 在 110 英尺 高 度 开 始 ,在 名 英尺 高 度 结束 ,水 平 上 距离 为 100 英尺 的 路 径 ; 第 3 段 也 是 

一 个 1 次 多 项 式 Q,(*), 罗 盖 一 段 起 始 高 度 为 65 英尺 ,终点 高 度 为 70 英尺 ,水平 虐 离 

为 30 英 太 的 路 径 。 中 间 段 应 是 一 个 多 项 式 P(*)( 次 数 为 最 小 可 能 ) ,覆盖 一 段 水 平 距 

离 为 1530 英尺 的 路 径 。 

《a) 找 出 P4x) ,Pi(xz),e(z) 的 表达 式 ,使 得 P(100) = PC100) ,已 (100) = 已 (100)， 
PR250) = 人 (250) ,P(250) = @ (230) , 己 (250) = 0 (250)] 成 立 ,并 且 (xz) 的 曲率 
在 z=100 处 与 志 (*) 相 等 ,而 在 * = 250 处 与 0,(z) 相 等 。 

(b) 在 同一 坐标 系 中 画 出 书 (*) ,P(z) ,0 (2z) 的 曲线 。 

(e) 利用 算法 4.1( 证 ) , 找 出 给 定 水 平 忠 离 上 路 径 的 平均 高 度 。 


拉 格 朗 旦 逼近 





插值 就 是 利用 相 邻 点 上 已 知 函 数值 的 加 权 平 均 估 计 未 知 函 数值 。 线性 插值 使 用 过 两 点 的 
线段 。(xzo ,yo) 和 (zi ,7 ) 之 间 的 斜率 为 由 = 《yi 一 加 Jo ~- so) 直线 y=mmftr-an) +yo 的 
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点 -斜率 公式 可 写 为 ; 





y = P(x) = 加 +( 放 -入 ) 二 20 (1) 


式 {U) 展 开 的 结果 是 一 个 次 数 二 1 的 多 项 式 。 在 z 和 * 处 计算 Ps) 的 值得 到 yo 和 7: 
P(xo)= yo+f(- 力 )0) = 
Pi =yot(y yo)0D = (2) 
法 国 数学 家 约瑟夫 路易 . 拉 格 妆 日 使 用 了 了 略微 不 同 的 方法 ,得 出 了 该 多 项 式 。 他 注意 到 , 它 可 
以 写成 ; 





y= 忆 (= 和 二 二 + 放 攻 各 (3) 
(3) 式 的 每 一 项 包含 一 个 线性 因子 ,因此 其 和 是 一 个 次 数 <1 前 多 机 ， (3) 式 中 的 商 式 用 : 
Pa(z)= 二 二 和 (sz) = 之 各 二 (4) 


表示 。 易 知 ECzo) = 了 Do(z) =0, 二 (xzo)=0 和 五, (2)=1 故 (3) 式 中 的 多 项 式 P (o) 
也 经 过 两 给 定点 ; 

Ptz)=yo+omto= 和 PC ) = yof0) + 9 = 放 《3 
《4) 式 中 的 项 Pafxz) 和 无 (xz) 称 为 基于 节点 % 和 % 的 拉 格 妆 日 系数 多 项 式 。 利 用 这 种 记 
号 ,(3) 式 可 写 为 下 面 的 求 和 表达 式 ， 


Pi (zxz ) = 人 sa (6 


设 维 坐 标 m% 由 公式 六 = 疙 ms) 诗 算 ， 若 (sz 用 于 在 区 间 [m ] 内 盘 近 成 =) , 称 该 过 程 为 内 
搬 : 若 x < x, 囊 利用 m < * 称 为 外 揪 。 下 面 的 例子 给 出 这 些 概念 的 示例 。 


例 4.6 考虑 [0.0,1.2] 内 的 曲线 y= 扎 x) = cosfx)。 
《a) 利用 节点 wh =0.0 和 xj =1.2 构 造 一 些 性 播 慎 多 项 式 严 (xz)。 
(b》 利用 节 志 xo =0.2 和 =1.0 哲 造 一 线性 蕃 慎 多 项 区 加 (xz 


《ay 利用 (3) 式 由 横 玲 标 xo = 5.00 和 和 = 1.2 及 纵 坐 入 加 = ens(0.0) = 1.000000 和 7 = 
oos(1.2)] = 0.3623S8 得 到 ; 
X 一 0.0 


下 kx =) = 1.0000007: 访 20.0 


= 一 0.833333(x -1.2) +0.30196S(y - 0.0) 
人 b) 当 使 用 节 志 wo = 0.2 和 2 =10 及 加 =eoakt0.2) =0.980067 和 7 力 = eosf1.0) = 
0.540302 时 , 结 卫 为 : 


1 六 和 一 .2 
全 ) = =0.980067 天- 0+0， 340302 1 00 


= 一 1.225083(z -1.0) +0.675378(xy -0.2) 
图 4.11( 和 (b) 显 示 y= cos(x) 的 图形 ,并 将 它 分 别 与 7= 了 (xz 和 y= 人 (xz 比较。 
其 数 借 结 果 在 表 4.65 中 给 出 ,可 以 看 出 ,Ofx] 对 满足 xx 的 点 0.1 近 扣 宝 11 有 较 小 的 误差 ; 通 
过 使 用 Qi(z), 列 出 的 最 大 误差 K0.6] - 已 (0.0)=0.14457 降 至 几 0.6) - 0 (0.6)》 = 0.065151。 





二 口 .362358 
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甩 


了 一 成 划 


3 有人) 








0002 04060810 1 0072 04 06 08 10 12 
(9) ( 丘 
图 4.11 (〈a) 线 件 台 近 y = 疡 {z) ,其 中 节点 mm =0.0 和 辐 =1.2 为 区 间 | aa, 引 的 端点 
(by 线性 逼近 7 = 由 (xz) ,其 中 节点 xz =0.2 和 3 =1.0 在 区 间 [a ,人 内 





表 4.6 几 X] = cosl 如 与 线性 通 近 式 已 ( 国 和 加 ( 轨 的 比较 








0.0 1.000000 1.000000 0.000000 1.U90008 一 .090008 
和 .1 避 .995004 0.946863 0.048141 1.033037 一 站 .040033 
0.2 总.200067 习 ,893726 0.036340 .990067 站 .000000 
0.3 曲 .95533 约 了 .340589 站 .114747 间 ,923096 00240 
0.4 0.921061 在 ,787453 0.133608 .870126 0.050935 
0.5 站 877 由, 734316 0.143267 各 .815455 0.0624 站 
0.6 0.82533 问 . 铝 1179 口 . 144157 0.760t84 避 .065151 
0.7 0 704842 局,628042 0.136800 0.7052]14 全 .069628 
站 ,人 了 .的 GD7 0.574905 0.121802 厂 .650243 癌 .046463 
0.9 了 ,如 1610 日 ,52]1768 站 .的 9842 问 .59 锭 7 0.026337 
1.0 人 .540302 .468631 1.071671 0.540302 .000000 
1.1 站 .4535906 必 .415495 站 .038102 总 .485332 一 已. 的 1736 
1 .2 站 ,362358 站 ,36023538 0.000000 人 0.430361 一 个 06800 














推广 (6) 式 ,得 到 构造 经 过 六 + 1 个 点 (xoyo) ,cy7) (zwyyw) 的 至 多 w 次 多 项 式 
Puv(xz), 形 如 


Pufxz) = 2 7 yepwa(z] 
其 中 ze 为 基于 节点 ; 
忆 (Cx) = 《一 本 





(aa 一 Mej (ak 一 kW 一 1 一 4 
的 拉 格 朗 日 系数 多 项 式 。 易 知 ,项 (* - 后 ) 和 (=- 几 ) 不 在 式 (8) 的 右 端 出 更 。 可 引入 (8) 式 的 
乘 起 记号 , 写 为 ; 
/ ) 了 ，-。 《一 3 
wkCxj) = 就 9 
苛 ;Cn -) 9 
人 9) 中 的 记 导 说 明 在 分 子 中 有 线性 因子 (x - 汐 ) ,但 不 存在 (* - 和 )。 在 分 导 中 有 类 位 的 结构 。 
直接 计算 表明 ,对 每 个 男 定 的 上, 拉 格 朗 日 系数 多 项 式 [ys ,(x) 具 有 性 质 ， 
Pei)=1 当 = 直 和 枚 区 扫 )=0, 当 站 (10) 
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起 接 把 这 些 值 代 人 (7) 式 ,可 知 多 项 式 曲线 y = 已 (z) 过 点 (sy )， 
有) 加 (二 (11) 
= yot0 t+ 二 + 人 ywvf0) = 7 
要 证 明 局 (xz) 是 惟一 的 ,需要 用 到 代数 基本 定理 ,一 个 次 数 小 于 等 于 六 的 多 项 式 T(xz) 至 
冤 有 个 根 。 换 言 之 , 若 史 (xz) 在 横 坐 标 上 六 +1 个 不 同 点 处 为 0, 则 它 便 为 0。 设 P(x) 不 是 
惟一 的 , 则 存在 另 一 个 次 数 小 于 等 于 w 的 多 项 式 C,(x) 也 通过 这 六 + 工 个 点 。 构 造 差 多 项 式 
开 切 = Po 一 Or(xz)。 可 以 注意 到 ,7(x) 次 数 小 于 等 于 N, 且 对 了 = 0,1， ,NT ) 
= Pr OOvCg= 及 -分 =0: 故 7=01:NW, 从 而 Tc)=0,Q(s)= PCx)。 
(7) 式 展开 的 结果 与 (3) 式 类 似 。 过 3 个 点 (mm), (am (wm, 刀 ) 的 拉 格 妆 日 二 次 捅 
值 多 项 式 为 ， 


《xz 一 xx 一 wa (xz -知人 兴 和 一 3 《YY 一 20 -2 


户 (x) 9 (xn - 妇 ] (xn -0 2 【xi 一 和 狼人 一 X2 }》 了 (xz -xf aa 一 21 (2) 
过 4 个 点 (oa (za 力 ) 因 , 乱 ) (za 入 ) 的 拉 格 朗 日 二 次 插值 多 项 式 为 








(xz -xx 一 oz -ai) 《一 wo -ax 2) 


Ptz) = 加 TCR 9TC 《xl ~ os -2 一介 
《xY -~ wo 外 X 一 2X1)Y 一 23) (xz - 5oixz 一 wz -wa) 
和 《2a 一 xo) 人 (xza - 和 作 22 一 33 入 《xs 一 20 了 [和 3 一 3 一 2 
例 4.7 考虑 [0.0,1.2] 内 的 酒 数 y= 扰 *) = cos(x)。 
ka] 用 3 个 节点 如 =0.0,xi; =0.6 和 和 =1.2 构 造 一 个 二 次 播 慎 多 项 式 已 (x)。 
(b) 用 4 个 节点 xo =0.0,xi =0.4，x， =0.8 和 za =1.2 析 造 一 个 三 决 播 值 多 项 式 己 (xz)。 


在 式 (12) 中 使 用 xo = 0.0,xl =0.6,za =1.2 和 加 =eos(0.0) = 1,7i = coa(0.6)=0.825336， 
ya = oas(1.2)] =0.362358 ,得 ， 


(xz 06)(x -1.2) (xz -0.0) 
PP) = .010 二 800D 5 + 0.825336706 00 


(xz -OO 一 0.6) 
(1.2-00Df1.2- 人 6 


= 1.388889(z - 0.6] - 1.2) - 2.292599(y -OOfr -1.2) 
+ 0.503275(x -0.07(x -0.6) 
在 式 (13) 中 和 用 mo = 0.0,x， = 有 0.4,y2 =0.8, 23 =12 和 h 间 =eosf0.0)》=1.0， 说 三 
cost0.4) = 0.921061, 7 = es(0.8) =0.696707 和 ya = cas(1.2) =0.362358 ,得 ， 
(z -0.4)(z -08)(xz -1.2) 
六 (= 1.000000770 二 0 和 (0.0 0.8J70.0 二 ] 


”Orz -00z -0.8UY - 1 .2 
+ 1061704 二 0.00.4 68) 70 了 5 


(rz -0.0)(x -0.4)(x -1.2) 
+ 00 人 00038040 全 


(z* -0.0)(x 0.4(z 0.8) 
+ 5 00(i7 0 有 0 


= -2.604167(z -0.4)0g -0.9(z -1.2) 











【13》 











十 属 .362358 
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+?.195789(x -0.0)fxz -0D.8ifxz -1.2) 
- 5.443021(x - 0.0)(z -0.4)(x -1.2) 
+0.943641(xz -0.01(r -0.4)10x -0.8) 
7y= cos(xz) 和 多 项 式 了 = Pikxz) 及 y= 忆 (xz 的 曲线 分 别 在 图 4.12(a) 和 图 4.12(b) 中 给 出 。 











(Ba 《by 


图 4.12 【al) 基于 节点 和 =0.0,zm =0.6 和 加 =1.2 的 二 次 逼近 多 项 式 y = 户 (z);，(b) 基于 
节点 YY= 名 fei = 0.0,3i =0.4;5a =0.8 和 =1.2 的 立方 通 近 多 项 式 = 已 xz)} 


4.3.1 误差 项 和 误差 界 

当 利 用 拉 格 朗 日 多 项 式 来 通 近 一 连续 函数 Kx 时, 了解 其 误差 项 的 属 性 非常 重要 。 它 与 
泰勒 多 项 式 的 误差 项 相似 , 只 是 用 乘积 (zx -my(z - 妇 ) (5 一 2) 替换 了 因子 (xz - zz 
这 与 预期 相符 , 因为 插值 在 站 + ! 个 节点 上 进行 ,在 这 些 节点 上 有 三) = Fi) = 
Prkzi) = 和 儿 一 让 0 天 =012w, 玫 。 
定 还 4.3( 拉 格 朗 日 和 多项式 逼 近 )】 设 AE CI[e, 打 腻 和 ,和 条 手 [ag 拉 为 w+1l 个 节 
点 。 若 *E[e,5], 则 ; 

所 SPvfxz) + Ex) {14) 

其 中 Pwtx) 为 一 多 项 式 ,可 用 于 近似 Pox ): 


大 了 PCx) 二 7 和 7) 【15) 


误差 项 u tx) 形 如 : 


四 一 玫 弄 +1) 
Bi = 富生 则 广 -0) (16) 


对 区 间 [a, 中 内 的 某 个 值 c。 


证 明 : 作 为 一 个 一 般 方 法 的 例子 ,我 们 建立 w = 1 时 的 式 (16) ,一 般 情 况 在 练习 中 讨论 。 
从 定义 函数 & 纪 开始 : 
wo) 人 一 Xi) 


《一 
Bi = 所 疝 一 忆 f-(x) 2 
注意 :x, zx; 都 是 与 变量 : 相关 的 常数 ,日 在 这 3 个 点 上 &( 纪 的 值 为 0, 即 : 


5 可 = 大 站 -局 - 矶 (让 和 全 和 -As)- (DO- 避 (= 


有 一 于 





《17) 
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《xz 一 X0 ) xc0 一 xl 


Exo) = 天 xxo) 一 上 (xzo) 一 五 (x) [和 人 人 = 大 za)- 局 (xo) = 





《xi 一 X0 多 1 一 321 


St) = 所 x) -xi 一 瑟 (x) Te = 上 xz)-Pi(z)y=0 
设 * 在 开 区 间 (xo,x) 内 ,在 区 间 [xo,x] 内 对 8 电 利 用 罗 尔 定理 可 找到 一 个 值 由 , 浦 足 





X0 区 名 瓜 和 


BC = 有 《18)》 
在 区 间 [x ,% 再 次 对 gf( 归 应 用 加 尔 定 理 , 可 找到 一 个 值 丰 ,xx<d < ,满足 ， 
gr(d)=0 《19) 


式 (18) 和 式 (19) 说 明 通 数 丸 (在 上 = 四 和 4= 四 处 为 0, 对 芷 (0 在 区 间 [ as ,d ] 内 第 三 
次 应 用 罗 和 尔 定理 ,得 到 值 ,有 : 





se (ec) =0 (20) 
回 到 式 (17) 计 算 导数 &r(o 和 信人 (有 
区 (7 -局 人 一 而 (生计 全 天 侍 - 罗 ) (21) 
了 
器 = 子 【站 -0- 五 (和 1 (二 各] 区 一 所 了 (22) 





在 式 (22) 中 ,由 于 忆 ( 昌 是 次 数 六 = 1 的 多 项 式 , 故 其 2 阶 导数 巴 (局 =0, 使 用 (20) 在 点 
5= 处 计算 式 (22) 得 ; 


0 = fc) -中 (z) r WA 【23) 
由 式 (23) 解 得 百 (zx) 为 形 如 式 !16) 的 祭 项 ， 


2 
《z) - (# - ze 2 天 《ec 





证 明 完 毕 。 

下 面 的 结果 说 明了 在 拉 格 朗 日 多 项 式 的 节点 为 等 距 的 六 = x+ 政 导 =0,1,…, 时 的 特 
殊 情 况 ,该 多 项 式 Pv(*) 只 能 用 于 求 区 间 [ xs。 ,xx ] 内 的 插值 ， 
定理 4.4{ 等 距 节点 拉 格 朗 日 多 项 式 的 误差 界 ) 设 六 xz) 定义 在 [ea， 站 内 ,等 工 节点 必 = zo+ 


租 在 该 区 间 内 ,并 设 立 xy 和 直到 癌 +1 阶 导 数 在 子 区 间 [ xo, zx ] ,[xo ,xs ] 和 [xx ,xy ] 内 连续 是 
有 界 , 即 , 对 产 =1,2,3; 


| RD(x) | 过 有 wii， 40 之 证 芝 My (25) 

对 应 于 A = 1,2,3, 误 善 项 {16) 具有 如 下 的 界 : 
| ECz) 1<t， x 所 [xpyzl] (26) 
| 亚 :(z) | 雪 全， X 委 [xzo;,x;] (27) 


上 


严 到 
1 瑟 :(x) | 区 罗 ， 革 息 [xoyxs] 《28》 
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证 明 : 只 证 式 (26) ,其 余 留 给 读者 自己 证 明 。 利 用 变量 替换 * - ze = 上 和 x -2 =tL- 上, 误 
差 项 囊 (xz) 可 写作 : 


有 Kx = 吾 (xo + 绸 = 和 寺 二 寺 ) 一 (Ce) ， 目 过 上 上 所 玫 〈(29) 
其 中 导数 的 界 为 : 
AT(e 1 过 了 ， 知 过 ce 近 节 (30) 


现在 来 确定 式 (29) 分 子 中 ( 姑 - 严 ) 的 界 , 称 该 项 为 再 ( 站 = 下 -天 。 由 于 一 (=2 一 下 ， 
故 存在 一 个 临界 点 1 = Pi2 为 ( 约 =0 的 解 。 亚 ( 划 在 [0, 关 ] 内 的 极 值 在 端点 @@(0) = 0， 
下 (8) =0, 或 临界 点 呈 (72) = - 天 /4 处 得 到 。 由 于 后 者 的 值 最 大 , 故 可 得 ， 








19(D) 1=1P -is 上 和 1 -三 ，0s<s 六 (31》 
简 用 式 (30)? 和 式 (31) 来 估计 式 (29) 分 子 中 的 乘积 ,得 ， 
| 《x)》 | = 1 Hi 产 避 ) - 2 (32) 


从 而 式 (26) 得 证 。 
4.3.2 比较 精度 与 品 ( 久 + 


定理 4.4 的 重要 人 性 在 于 了 解 线性 .二 次 和 三 次 播 值 的 误差 项 大 小 之 间 的 简单 关系 。 在 每 
一 种 情况 中 ,误差 界 1 Er (0x7)1 在 两 个 方面 依赖 于 疡 :第 一 ,如是 显 式 的 , 故 1 玉 (sz)1 正 比 于 
ji ;第 二 , 值 Wiv, 通 常 依 末 于 产 , 且 随 着 产 趋 近 于 0 而 趋 近 了 于 1F5(x)1。 因 此 , 当 记 趋 近 
于 0 时 ,1 可 (zx)1 收 伍 于 0 的 速度 与 和 收 委 于 0 的 速度 相同 。 在 讨论 这 一 特点 时 用 到 记号 
DO 人 (2 ) ,例如 , 式 (26) 的 误差 界 可 表示 为 : 
1 而 (x)1= 人 () ， 大 和 [azi] 
用 记号 如 (天 ) 代 替 式 式 (26) 中 的 刀 好 8, 表示 误差 项 的 界 近 似 为 证 的 税 数 。 即 : 
| 到 (xz) < CR = 人) 
结果 是 , 若 .六 x) 的 导数 在 区 间 [a , 问 ] 内 一 致 有 界 , 且 | 关 1 < 1。 则 选择 大 的 六 将 得 到 小 的 
有 ,从 而 高 次 各 近 多 项 式 将 产生 较 小 的 误 盖 。 
例 4.8 考虑 [0.0,1.2] 内 的 y= 扰 *) = eos(z)。 利 用 式 (26) ~ 式 (28) 公 式 来 确定 例 4.6 和 钨 
4.7 中 的 拉 格 明日 多 项 式 已 (zx), Pi(xz) 和 己 (r) 的 误差 界 。 
首先 确定 导数 1 ,3 和 型 : 在 区 间 [0.0,1.2] 内 的 界 LA xls) 1 和 HAOUz)1 
LO(z)1=1 -cos(z)1 之 | -ceos(0.0)+ = 1.000000 = ji， 
Lv1= lsngx)lslsin(12)1 =0.932039 = j， 
js)1= loos(z)1s1eos(0.0)1= 1.000000= 叶 ， 
对 Pi(xz) ,节点 的 间距 为 玫 = 1.2, 其 误差 界 为 ; 
| (za) 二 放 _ (1.2) Qio00000) 





= 0.180000 《33) 
对 Pi(x), 节 点 间距 为 户 =0.6, 其 误 善 界 为 ， 
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， 妈 有 ， (0.6)300.932039) 0 .012915 (34) 
[有 (3) | 近 可 语 近 9 万 一 日 
对 Pi(xw)], 节 点 间距 为 严 =0.4, 其 误差 界 为 : 
| (sx) | 二 二 《0.4) (1.000000) - 0.001067 (35) 





24 


从 例 4.6 中 可 以 看 出 ,1 已 (0.6)1 = 1cos(0.6) - 已 (0.6)1 = 0.144157, 故 式 (33) 中 的 界 
0.180000 是 合理 的 。 图 4.13(a) 和 图 4.13(b) 分 别 显 示 了 误差 函数 外 (x) = eos(s) - Pi(z) 
和 Es(x) = eosftxzs)- P(z), 其 数值 计算 在 表 4.7 中 给 出 。 利 用 表 中 的 值 可 以 得 到 
15(1.0)1=1eos(1.0) - P(1.0)1 = 0.008416 和 | 5 (0.2)1 = 1cos(0.2) - Pi(0.2)1 = 
0.000855 ,与 式 (34) 和 式 (35) 中 的 界 0.012915 和 0.001607 一 致 。 





JE 





人 8 fb 
图 4.13 《a) 误差 范 数 局 (za) = ecos(z) -~ 严 (x)] ifb) 误 莽 函数 机 (xz) = cosfz) - Prvxy》 
表 4.7 扎 zj)= eos(z) 及 二 次 和 三 次 逼近 多 项 式 严 {zj 和 严 {zj) 的 比较 


























于 拟 = cogf 人 已 (二 》 | 中 叫 ( 引 吕 ( 

心 .0 下 1.000000 1.000000 站 .0 1.000000 加 避 . 

丰 .1 丰 ,99S004 .990911 0.004093 0.995835 -站 .000831 
站 .之 站 .980067 站 .全 3 绽 13 站 .006253 0.980921 -全 .000855 
0.3 日. 号 5336 恬 . 则 3707 站 ,00G629 0 ,上 5812 .000476 
心 .二 站 ,和 1061 晶 ,315592 0.005469 改色 1061 心 .D 

心 .和 站 .877483 口 .874468 四 .003114 避 . 富 7722] .000361 
蝇 , 帮 站 ,85396 在, 总 533 区 站 .0 站 .824847 人 .00089 
0. 了 站 ,764842 站 .081 名 -人 .003352 站 ,764491 履 .000351 
用 .8 .GD6707 0.703044# 一 0.006338 有 们 ,6096707 .0 

吕 , 多 站 .所 ]] 0.298 信 一 0.008276 站 ,6220d48 -人 .000438 
1 .0 .540302 修 ,548719 -0-008416 0 ,54]106 一 .DO00765 
1.1 人 ,435 六 0.459542 -0.005946 0.454320 一 0.000294 
] .2 日 .362348 曲 .362358 | 总 . 中 .36235 汪 | 作 .0 
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4.3.3 MATLAB 


下 画 的 程序 通过 构造 各 项 为 拉 格 妆 日 多 项 式 系 煞 的 向量 来 找 出 经 过 给 窍 点 的 组 合 多 项 式 
(collocation polynomial)。 程 序 使 用 了 命令 poly 和 conv。poly 命令 创建 一 个 向 量 , 其 项 为 一 多 项 式 
的 系数 ,该 多 项 式 具 有 给 定 的 根 。ceonv 命令 生成 一 个 向 晶 , 其 项 为 多 项 式 系数 ,该 多 项 式 是 另外 
两 个 多 项 式 的 积 。 


鲍 4.9 找 册 两 个 1 次 多 项 式 忆 x) 和 人 (zx) 的 积 , 它 们 的 根 分 别 为 2 和 3。 


> >P=Dpolyf3y) 


了 = 
了 一 了 
> > 电 =pBolYyt3) 
名 = 
工 一 六 
> > Conw PE, 芭 
已 ITIL 号 一 
1 -5 碧 


故 ,Pfxi 与 昌 (xz) 的 乘积 为 妇 一 Sr+6。 





程序 4.1( 拉 格 朗 日 逼近 ) 基于 W+1 个 点 P(s) = 习 ” are(z) =01N 
计算 拉 格 朗 日 多 项 式 (xs 六) 








funcetiern [CC 了] = lagranfX,Y) 


入 TPRUE 一 避 ee 中 Vector 上 hat Containmes 曰 Tiest of absciggae 
条 -YiS 了 wector that contatns 己 1ist of cordinateg 
先 DUEPUE -CritS 电 TSEIXthat concains the coefficients of 
生 the Lacrange intertpolTatory DGlyneomial 

名 -了 工 二 8 人 IatrIX that Contailne he TagTrarmg 扬 

名 Coetticlient tcolyncrmials 

W = Lengthf 基 yi 

卫 = 宙 -1 


工 = zeresfw， Wi 
负 Form the Lagrange coefficient POLYncmials 


fcork=1:n+1l 
YI 
ftor Jj= 工 : 轧 + 二 
Ifk~=j 
7Y= Corv(V,PolYfK(j) JACKXCK) -X0)); 
en 对 
ED 昌 
ELk = Vi 
em 


千 DeteTrmimne the Coefficients DELhe Lagrange interpelating 
外 POLYmomjiaal 
已 三 衬 基 工 ; 
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4.3.4 习题 


1. 


Wo 


上 


LAn 


找 出 逼近 Ax) = 的 技 格 朗 日 多 项 式 。 

《a) 利用 节点 和 = ~1 和 xl =0 求 线性 播 值 多 项 式 己 (x)。 

(b) 利用 市 点 mm = - 1,sl =0 和 >x: =1, 求 二 次 搬 值 才 项 式 已 (x)。 

《c) 利用 忆 点 ze = -1 =0,x =1 和 x=2 求 三 次 逼近 多 项 式 PCx)。 
《d) 利用 节 氮 = 1, xi =2, 求 线性 插值 多 项 式 Pi(z)。 

《e) 利用 节点 xm =0,x =1 和 >x =2, 求 二 次 插值 多 项 式 已 (x)。 


,. 设 关 x)=+2x 


(a) 用 基于 点 m =1,*, =2 和 %% =2.5 的 二 次 拉 格 朗 日 多 项 式 , 求 AF(1.5) 和 FA(1.2) 的 
近 介 值 。 

《b) 用 基于 点 zx =0.5,z = [yxa =2 和 思 =2.5 的 三 次 拉 格 朗 日 多 项 式 , 求 A(1.5) 和 
天 1.2) 的 近似 值 。 


. 设 扰 xz) =2ain(zxxj6), 其 中 为 弧度 


(a 用 基于 点 zx =0,z =1 和 x% =3 的 二 次 拉 格 亢 日 插值 求 彤 2 和 大 2.4) 的 近似 值 。 
《b) 用 基于 点 x =0,xt= lx =3 和 xs =5 的 三 次 拉 烙 朗 日 揪 值 求 K2) 和 A(2.4) 的 近 
似 值 。 


,说 大 xz)=2sinfrx16) ,其 中 > 为 弧度 


(al) 用 基于 点 于 0 = 昌 ， 世 ] 二 1 和 尖 = 了 3 的 二 次 拉 格 良 日 播 值 求 K4) 和 大 3.5) 的 近似 值 。 
《b) 用 基于 点 mm =0 xi = lxas=3 和 xs =5 的 三 次 拉 格 朗 日 插值 求 K4) 和 成 3.5) 的 近 
似 值 。 


. 写 出 灰 所 的 3 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 的 误差 项 丽 (x) ,插值 节点 为 mm = -1,z =0,x， 


=3 和 2 =4, 而 产 x) 为 : 
(al ALx)=4z -3r+2 
《by 大 和 = 到 一 2 和 3 

《e) 大 和 二 央 一 5 好 


. 设 捧 *)= 池 


(al) 求 节点 为 和 =1,x, =1.25 和 w =1.5, 时 的 2 次 拉 格 朗 日 老 项 式 疡 (xz) 式 。 
《b) 用 (a) 中 的 多 项 式 估计 扰 *) 在 区 间 [1,1.5] 内 的 平均 值 。 
(e) 利用 定理 4.4 中 的 式 (27), 求 用 己 (x) 近 似 z…s) 的 误差 界 。 


.考虑 节点 为 x,x) 和 x 的 2 次 拉 格 朗 日 多 项 式 的 系数 多 项 式 六 ,(x) ,定义 ExZ) = 


也 of ) 十 Kx ) + 了 一 工 。 

(a) 证 明 g 为 次 数 小 于 等 于 2 的 多 项 式 。 

(hh 证 明 对 天 =0,1,2,g(x)=0。 

(e) 证 明 对 任意 *,g(x) =0。 提 示 : 利 用 代数 基本 定理 。 


. 设 本 of (xwzx) 是 节点 为 丰 +1 个 点 zx 的 拉 格 朗 日 密 项 式 


的 系数 多 项 式 , 证 明 对 任意 实数 *， 半 ”Zrs(z) = 1。 


164 数值 方法 (MATLAB 版 ) 


9， 设 矶 zx) 为 次 数 小 于 等 于 六 的 多 项 式 , 设 忆 (z) 为 基于 让 + 工 个 节 版 妈 ，0 ay 的 
次 数 小 于 等 于 的 拉 格 朗 日 多 项 式 。 证 明 对 所 有 xx,Axz)= 有 (zz)。 提 示 : 证 明 误差 
项 名 (xz) 恒 为 0。 

10. 考虑 区 间 [0,1 内 的 函数 六 x) = sinfx) ,利用 定理 4.4 来 确定 步 长 放 , 使 得 ; 
(a) 线性 拉 格 朗 日 播 值 的 精度 为 10 -5( 即 , 求 产 使 得 ! 杞 (xz)1<5x10-7)。 
《hb 2 次 拉 格 朗 且 插值 的 精度 为 10-5( 即 , 求 及 使 得 | 本 (xz)l<sx10-7)。 
《ce) 3 次 拉 格 朗 日 捅 值 的 精度 为 10”( 即 , 求 疡 使 得 1(x)1<Sx10-7)。 


11. 由 式 {(16) 各 =2 证 明 不 等 式 (27)。 设 x; = 6++ 下 ,za = 3%o+28 证 明 : 若 知之 zx 二 如， 
则 : 
27 
| 尖 一 %o 和 一 光 11v 一 和 二 本 


提示 :在 区 间 - 天 < 上 <s 产 内 ,利用 变量 替换 上 =x -ai+ 下 =Y -和 和 让 = 和， 
以 及 函数 5( 划 = 所 本。 令 站 (=0 并 求解 二 为 声 的 函数 。 
L2. 二 维 线性 播 值 。 考 虑 过 3 个 点 (xz 加 ,aa):f5ri 2) 和 (zy,) 的 多 项 式 z = 
Pry)=4+Bxt+ 史 则 4,B8,C 为 线性 方程 组 的 解 ; 
4d+Bxio+Cyo = 加 
4 +Bx+Cr = 2 
及 + Bra + Ca = 2 
《al 求 4,B,C, 使 得 := P(x,y) 过 点 (1,1,5),(2,1,3) 和 (1,2,9)。 
《b) 求 4, 有 ,C, 使 得 z= P(x,y) 过 点 (1,1,2.5),(2,1,0) 和 (1,2,4)。 
(e) 求 4, 五 ,C, 使 得 := Pr,y) 过 点 (2,1,5),(1,3,7) 和 (3,2,4)。 
《d) 能 否 找到 值 4 ,如 ,C ,使 得 xz= Pfx,y) 过 点 (1,2,5),(3,2,7) 和 (1,2.0)9 为 什么 ? 
13. 利用 定理 1.7, 广 义 罗 尔 定理 和 函数 ， 


(一 30 儿 二 一 光一 2) 


有 (= 划一 有 (一 五 (xz) [二 IT 
其 中 Pr(z) 为 六 次 拉 格 朗 日 多 项 式 , 证 明 :; 误 差 项 wrtx)= Ar)~ Ps) 具 有 形式 : 


sfe) 
+1I 





用 (zs) = (ra 和 
提示 : 找 出 go” (tb), 然 后 在 := 处 求 其 值 。 
4.3.5 算法 与 程序 


1 利用 程序 4.1, 求 第 4.2 节 的 算法 与 程序 中 问题 2(i)a,b,e 中 插值 多 项 式 的 系数 。 在 同 
一 从 标 系 中 画 出 每 个 函数 和 相应 插值 多 项 式 的 曲线 。 
2. 下 表 给 出 11 月 8 日 洛杉矶 的 某 个 郊区 在 5 个 小 时 中 的 测量 温度 。 
(a) 利用 程序 4.1 ,对 玫 中 的 数据 构造 一 个 拉 格 朗 日 捅 值 多 项 式 。 
《b) 利用 算法 4.1( 这 估计 在 这 5 小 时 内 的 平均 温度 。 
《e)》 在 同一 坐标 系 中 画 出 表 中 的 数据 和 由 (a) 得 到 的 多 项 式 。 讨 论 用 (a)j 中 的 多 项 式 
计算 平均 温度 可 能 产生 的 误差 。 
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下 午时 间 华氏 温度 











4.4 牛顿 多 项 式 


有 时 需要 找 出 若干 通 近 多 项 式 己 (x*) ,Ps(x)，…，Pv(x) 然 后 从 中 选择 最 适合 的 。 若 用 拉 格 
说 日 多 项 式 , 则 在 Py- (xz) 和 Pyv(x) 之 间 没 有 构造 上 的 联系 ,每 个 多 项 式 需要 单独 构造 ,而 且 计 
算 高 次 多 项 式 需要 大 量 的 工作 。 我 们 采用 一 种 新 的 方法 来 构造 牛顿 多 项 式 , 它 们 具有 递归 关系 ; 


Pi(x)=ao+afx 一 so) 《11) 
忆 (z)=ao+ef5-wo)+ofz-a2ofx-) (2) 
Pt]=m+efz-Mo)+TGi(5-xoXY 一 2) (31 


十 的 20 多 和 一 和 一 和 


Pij=oo+afyr 一 oo)+aitxy 一 知人 一 2) (4) 
+ esfkx 一 Ai -2 各) 
十 @4 攻 一 知 并 和 一 基 和 一 了) 一 ) 二 全 
+ 本 (和 20 
这 里 多 项 式 Prv(x) 可 由 妃 - (xz) 通 过 递归 关系 得 到 。 
有 = 有 +G( 一 2 一) 一 YXw_1) (5) 
多 项 式 (4) 称 为 具有 W 个 中 心 mm, 和 sw- 的 牛顿 多 项 式 , 它 是 线性 因子 乘积 的 和 ,其 
中 的 最 高 次 项 为 : 
一 


因此 忆 (x) 是 一 个 次 数 小 于 等 于 w 的 普通 多 项 式 。 


例 4.10 给 定 中 心 xz =1,xi =3,xa=4 和 轨 =4.5 及 系数 m=5,al= -2,as=0.5,a = -0.1 和 
aa =0.003, 求 Pi(z),Pi(x),Pi(z) 和 Pifx) 并 对 天 =1,2,3,4 计 算 已 (2.5)。 
利用 式 (1) ~ (4), 有 : 
Pikx)=S-2(0z -1)， 
疡 (zj=5-2(0z-1)+0.50x -1xz-3)， 
PCz)= Ptxz)-01(x-l)(xs-3)0z 一 4)， 
PCO= Pa(z)+0.0030r 1)(zr -3)(z 4 45 
在 *=2.5 处 计算 多 项 式 的 值 ,得 到 ， 
Pi(2.5)=S-201.5) = 2 
P:(2.5) = 书 (2.5) +0.5(1.$)(- 0.5)》 = 1.625 
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P,(2.5) -= 己 (2.5) -0.1(1.5)(- 0.31(- 1.5) = 1.5125 
Pi(2.5) = 已 (2.5) +0.003(1.5)(- 0.5) 作 -1.5 作 - 2.0) = 二 .50575 
4.4.1 戎 套 乘 法 


若 W 国定 上 且 密 次 计算 多 项 式 国 的 值 , 则 应 使 用 符 套 乘法 。 该 过 程 与 一 般 多 项 式 的 暴 套 磁 
法 类 似 , 只 是 必须 从 独立 变量 * 中 将 中 心 zx 减 去 。Pu(z) 的 托 套 乘法 形式 为 ， 


Pai(xX) = 人 (ask 一 22) + 人 一 的 ) 二 的 并 攻 一 20) 二 加 《61) 
要 对 给 定 * 值 计 算 Pi(x) ,从 最 内 层 开始 ,逐步 地 得 到 值 : 
3 = di3 


号 一 号 (一 区 十 
SI = (一 和 + 总 


3 = SCx5 一 0)+an 


(7) 


值 S， 即 为 Pi(x)]o 
例 4,1t+ 用 谈 套 磁 法 计算 例 4.10 中 的 P(2.5)。 
解 : 
利用 蕊 (6), 写 直 : 
Pifxz)=f(-Dlr -4)+05x -3 -2fxz -1)+5 
式 (7) 中 的 值 为 : 
33= 一 人 0.1， 
由 > 二 一 0.1(2.5 一 4) +0.5 = 0.65 
向 | = 0.65(2.5- 3) -2 = -2.325 
S0 = -了 .325(2.53 -1)+35 = 1.5125 


故 ,P:(2.5]= 1.5125。 
4.4.2 多 项 式 通 近 、 节 点 及 中 心 


假设 要 找 出 逼近 给 定 函 数 成 xz) 的 所 有 多 项 式 书 (z),…，,Pw(z) 的 系数 m, 则 P(xz) 应 基 
于 中 心 灾 0 省 |] 且 有 节点 i，%i 4 对 客 项 式 克 | (x) ,系数 好 0 和 如 1 有 类 做 的 售 义 。 
在 这 种 情况 下 ,有 : 


Pi(xo)= Paxo) 和 PCxity = xi) 《8 
利用 式 (17 和 式 {8) 求 解 人 0 ,得 ; 
sxo)= Pi(xo)= ao+al(5o 一 如 )= om (9) 


故 oo = 大 xzo)。 然 后 ,利用 式 (0 、 式 (8) 和 式 (9), 有 ; 
大 = 疡 (xi)= an+ GT 3 一 so)= 所 xzo)+ CCxwi - %o) 
由 它 可 解 出 es ,于 是 有 : 





= 护 x) - 大 xzo) 


交 1 一 基站 


{10) 
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故 e; 是 过 两 点 (za , 关 xo)) 和 (2 <) 的 制 线 的 斜率 。 
忆 (z 和 忆 (x) 的 系数 co 和 el 相同 。 在 节点 姑 处 计算 式 (2) ,可 得 ， 
所) 二 瑟 2( Xa ) 一 企 0 二 ai za 一 x0 ) 十 Gaf 2 一 Xig 六 和 2 一 2 (1T) 
式 (9) 和 式 (10) 中 的 值 ee 和 ee, 可 用 于 式 (11) 的 计算 ,得 : 
2) 一 加 一 af 一 区 0) 
本 


-Tao -AH 


Ya 一 0 区 1 一 千 p 





克 2 








为 了 计算 方便 ,该 值 最 好 写 为 ， 
在 2 一 人 友 2 -天 和 |] /as -ao) 【12) 


党 2 一 光 1 池 ] 一 扣 0 








将 上 两 个 关于 a 的 公式 写 为 对 公共 分 母 (% -xfgza -io - 癌 ) 的 商 ,可 以 证 明 二 者 
等 价 。 式 {12) 中 的 分 子 是 -- 次 差 商 的 差 ,首先 我 们 需要 引入 差 商 的 概念 。 
定 尽 4. 计 差 商 } 数 Ar) 的 差 商定 尺 如 下 ; 
并 吉 ] = 捕 ) 


FL -= 帮 二 一 开 m] 


一 1 


_ 开 和 -一 并 各 和] (13) 


和 一 








天 各 ，3] 


] _ 开 xx 2] 
了 一 
TE 一 让 





[和 3 和 


构造 高 次 差 商 的 递归 规则 为 : 
并 ar me] 一 1] 


一 





【14) 


开 z 和 ] = 
它 用 来 构造 表 4.8 中 的 差 商 。 
表 4.8 yY= 九 问 的 差 商 表 













并 mxzaywa】 
[3] 并 如 2， 二 : 妈 ] 
| 开 3o 和 94 








再 若 ,1 人 | 





Pu xz) 的 系数 全 人 依赖 于 值 关 zi) 了 = 0,1 ,天 下 面 的 定理 说 明 眉 皮 可 用 差 商 计算 : 
ai 三 用 zs {1S) 


定理 4.5[ 牛 顿 多 项 式 ) 设 知 ,zz 是 La, 细 ] 内 站 + 工 个 不 同 的 数 ,存在 至 多 w 次 的 惟一 
多 质 式 (x) ,具有 人 性质: 
庆 区 = Prfo) =D 1 站 
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该 多 项 式 的 牛顿 形式 为 : 
Prfa)= ao+Gt(Y 一 320) 十 二) 一 2 (16) 
其 中 ,am = 玫 xzow yx 天 =0,1, ,mw。 


注 : 铬 1(o5, 7) 人 =0 是 横 坐 标 不同 的 一 组 点 , 则 疙 mm) = y 的 值 可 用 来 构造 经 过 这 交 + 1 
个 点 的 惟一 的 次 数 小 于 等 于 AN 的 多 项 式 。 
推论 4.2{ 牛 顿 逼 近 ) 设 疡 (x) 是 定理 4.5 中 给 出 的 牛顿 多 项 式 ,并 用 来 逼近 函数 大 sa, 即 : 
xz = Ps) 二 fx) 【171) 
着 FE CC” [ee 避 , 则 对 *E[e, 引 ,对 应 地 存在 (ec,8) 内 的 数 e = cfx) ,使 得 误差 项 形 如 ; 
(ofe) 
(WwW+1)T 
注 : 误 善 项 ixv(x) 与 第 4.3 节 中 等 式 (16) 和 拉 格 翩 日 播 值 误 差 项 相同 。 
共 已 知 的 六 次 多 项 式 卢 *) 开 始 计算 其 盖 商 表 是 很 有 意思 的 ,对 所 有 的 有 Fwro(z)=0， 
而 计算 显示 ,第 w+1 个 差 商 为 0。 这 是 由 于 差 商 (14) 正 比 于 /7 阶 导 数 的 数值 通 近 。 
例 4.12 假定 FLz) = 中 -4x, 基 于 点 如 =1;z =2xr =6 构造 盖 商 表 , 并 求 基于 节点 如， 
xlyXa 和 2 的 牛顿 多 项 式 己 《 生 )a 


五 5) 三 





《18) 











解 见 表 4.9。 
表 4.9 差 商 表 ,用 于 构造 例 4.12 中 的 牛顿 多 项 式 

你 天 加] 第 关 商 | 第 二 差 商 第 三 侣 商 第 四 差 商 第 五 盖 商 
加 =1 一 写 一 | 
3 一 工 0 -3 
部 3 三 祁 二 1 6 
3 一 站 特 33 上 
旭 4 二 有 105 细 12 1 0 
和 二 看 1 和 87 ] ] 自 -站 














Pifz) 的 系数 an = 一 3, 8 = 3 = 间 ， 好 3 二 上 出 现在 差 商 表 的 对 角 线 上 ， 中 心 点 
xo=1l;sl=2 和 2%=3 为 第 一 列 中 的 元 素 ,由 起 (3) 可 写 出 ; 
Pi0x) =~3+3tz-1+Gxz-1lDxy-2+fr-Dz -2 -3) 


例 4.13 基于 5 个 点 (Esceos(1)) ,天 = 0,1,2,3,4, 构 造 F(z) = oos(x) 的 差 商 表 , 并 用 它 找 出 
不 =1,2,3,4 的 系数 ma 和 4 个 牛顿 播 值 甸 项 式 Pi(xz) ,上 =1,2.3,4， 

解 : 
为 简 音 起见, 将 结果 四 合 五 入 到 小 数 点 后 第 了 位 ,在 表 4.10 中 列 出 。 在 式 {16) 中 使 用 表 
中 的 节点 so zlyoa za 和 对 角 线 元 素 aoyglve6aiaytd4 可 写 出 前 4 个 牛 疗 和 多项式; 

Pi(x) =1.0000000 - 0.4596977(z -0.0) 

P(xzh) =1.0000000 - 0.4596977(x - 0.0) - 0.2483757(> -0.0)0r 1.0) 

Pi(z) = 1.0000000 - 0.4596977(xy - 0.0) - 0.2483757(x -0.0)fy - 1.0) 

+ 0.1465592(z -0.0)(g -1.0)(x ~- 2.0 
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Ptx) =1.0000000 - 0.4596977(x - 0.0) - 0.2483757(x -0.0](x - 开 .0) 
+0.1465592(xz -0.0)(z -1.0)0x -2.0) 


一 问 .0146568(z - 00 -110 -2005 - 30 








表 4.10 差 商 表 , 用 于 构造 例 4.13 中 的 牛顿 多 项 式 


























3 扰 吕 ] | 扩 ，] AL， 和 并，， 
=00 | 1000000 
sl = 了 .0 0.5403023 -0.4596977 
sa =2.0 一 0.4161468 -0.9564491 上 一 0.2483757 
妇 =3.0 一 0.9899925 -0.5738457 0.1913017 .1465592 
xs = 4 一 日 .后 36436 0.3363499 0.4550973 0.0879318 一 0.0146568 














下 面 的 计算 实例 说 明了 怎样 计算 系数 aa: 
天 ， ] - 玫 ] -并 xj 。0.5403023 - 10000000 
0 和 11。 二 二 











和 一 X0 1. 和 一 人 .0 = 0.4596277 
_ 上 几 台 -用 妇 】 -0.4161468 - 0.5403623 
[xiys] = = 本 = - 0.9564491 
斤 a za] - fxos] -0.9564491 + 0.4596977 
询 2 王 并 xnoywiyza] 二 和 二 20-00 = -0.2483757 


图 4.14(aj,(b 和 (foe) 分 别 给 由 了 y = eos(x) 和 y= 有 zy= Pifx)y= Pifx) 的 曲线 转 。 








《al y = ooaf ws) 和 过 节点 we =0.0 和 
2 =T.O 的 牛顿 线性 多 项 式 PPT) 


《bb 7 = eof(x]) 和 过 节点 和 =0.0.x =1.0 
和 和 刀 =2.0 的 牛顿 2 次 多 项 式 y= 叫 (x) 








(o) y= cos(x) 和 过 节点 y= 瑟 (x) ,各 =0.0o=10 和 辐 =2.0 的 牛 额 3 次 和 项 式 加 =3.0 


图 4.14 7= cos( x) 和 不 同 牛顿 多 项 式 的 曲线 图 
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为 便于 计算 ， 表 4.8 中 的 差 商 需要 存储 在 数组 瑟 ( 下 ,六 中 ， 





甩 (，D 门 = 天 和 xs- 站 ] 于 去 < 执 玫 {19) 
利用 式 (14) ,得 到 递归 计算 数组 元 素 的 公式 ， 
DUEP) - 号 (20) 


注意 式 (15$) 中 的 值 m 为 对 角 线 元 束 几 = 万 ( 丰 , 有 )。 下 面 给 出 计算 差 商 及 求 Puvfx) 值 的 算 
法 ,算法 与 程序 "一 节 中 的 问题 2 讨论 了 如 何 修改 该 算法 ,使 得 可 以 用 一 个 一 维 数组 计算 值 
{ ax。 








程序 4.2( 牛 顿 插值 多 项 式 ) 构造 和 计算 经 过 点 (总 , 交 ) = (Fa DDN 
的 雇 数 小 于 等 于 闪 的 牛顿 老 项 式 : 
P(= 页 oa 出 2 一 加 兴 生 和》 (21) 


十 "二 加 一 sx0 站 一 光一 nr_1 




















其 中 : 
坟 了 二 一 起- 
一 了 如 
funetion [CD] = newpoly!X,T) 
多 ThPuUt ~ 区 S 有 YeCEOr thatr cortatns 避 1ist Oft abscigsag 
名 -YY 18 曰 YecLot thak contatns 日 Tist Of DrdimateeS 
和 DuatPUt 一 袜 3 VECEOY that Contadns 革 he coeftEioientes 
第 Qt he Mewtcr IntepolLatory 虽 LCYytomial 
和 -DiSs the gtviadedaqdifference 上 tab]e 
D= LergthfX); 
了 = zerosfT ny)i 
Di 1) = 了 
第 Use foermulak20) to fczrmn the qivided-atitfexrence tab1le 
foer j = 3:Tn 
ET 长 = Jj: 世 
D(K = (DR -1I)-DKk-1.3-1)70X0k) -KK -+ 

en 对 
全 站 可 
入 Determimne the coefficiente of the Newton Innerztpolat in 
省 BOlYTIOrL BT 
C=Dftnn)i 
fcork=(tn-2):- 工 并 

C= ConVAC,PelyfX(K) yi 

由 = LermgtbntCe)， 

cm = Cltmy +DIK,K)i 
ED 

4.4.3 习题 


在 习题 1 - 4 中 ,利用 中 心 点 myzivx: 及 zx 系数 aoyaiy aayas 各 as 求 和 牛顿 多 项 式 
Pas)， PCz),Px) 和 Pi(xz), 并 在 点 x=e 处 求 其 值 。 提示 :使 用 式 (1) ~ 式 (4) 和 例 


4.9 中 的 技术 。 

1 an = 2 = 一 
xzo=] 4%1 二 3 了 
2. 4an =5 CE 二 一 了 
xn = 昌 xz =1| 

3. Go = 了 作 1 二 
Xo 二 一 51 二 自 
4. ao= -2 ai=4 
340 = 一 站 二 一 
在 习题 $~ 有 中 : 


(ay 计算 画 数 的 差 商 表 。 
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他 2 一 蜂 .4 

和 2 二 

ta 二 0.5 

写 2 三 实 

aa = 站 .] 

%a 一 1 

好 2 一 一 避 . 嫉 


3 二 


as 二 作 .01 aa = 一心 .002 


4 二 4 .5 1 三 工 .9 


他 3 二 一 心 , 革 人 @4 =0.003 


3 二 也 一 了 .5 


C3 二 昌 . 叶 Ga 二 一 0.( 叶 


xa 二 二 6 3 


G3 二 心 .00 G4 = 人 .005 


%3 三 卫 C= 了 了 


《b) 写 出 牛顿 多 项 式 户 (z) ,Pa(x) ,Pi(z) 和 天 (xz)。 
(c) 在 给 定 值 * 处 求 (b) 中 牛顿 多 项 式 的 值 。 
(d) 比较 (e) 中 的 结果 与 实际 函数 值 。 


5. 六 xz) = 
区 二 .3， 了 .5 








7. 扰 g) = 3sim fyj6) 














xX=1.35,，3.5 
帮 拓 和 
恬 .人 0.0 
4 上 人 怕 帮 .75 
2 2.0 2 .站 
3 3.0 3.00 
4 4.0 2.25 

















后， 所] =3.61 
% =2.S，3.5 
点 轩 天 了) 
0 1 . 必 十 3 人吉 
荆 2.0 1. 抽 
了 了 .0 TI .20 
字 十 站 .9 
绊 .0 人 .72 
8. 扰 xz)=e 
和 =0.5，1.5 


下 站 








4 | 4 .0 0.01832 


. 考虑 时 +]1 个 点 (zoneo(xyyywja 


《al 车 (w+ 切 阶 差 商 为 0, 则 证 明 w+2 直到 对 阶 差 商 都 为 0 





1.00000 
曲 .30788 
站 .13534 
总 .04979 


《b) 若 (w+DlT) 阶 差 商 为 0, 则 证 明 存 在 一 mw 次 多 项 式 P,(x) ,使 得 ; 
Pi) = 和 = 01 ,于 
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在 习题 10 ~ 12 中 ,用 第 9 题 的 结果 找 出 过 时 +1 个 点 (mw< 于 ) 的 多 项 式 名 (xz)。 


























10 凤 | 于 1 o | 12 
0 | -2 1 多 
[ 2 2 | 17 
2 」 4 3 | 对 
3 |] 4 4 | 鸡 
4 2 5 | 刀 
5 -2 6 | 妈 





13. 利用 推论 4.2, 找 出 在 中 心 点 和 =0,m = xj 和 和 = 地 处 ,逼近 Frx) = cogs(rx) 的 牛顿 
多 项 式 己 (x) 在 区 间 [0,x] 内 的 最 大 误 莽 (1 zB(x)1) 的 界 。 


4.4.4 算法 与 程序 


1. 用 程序 4.2 重新 计算 第 4.3 节 的 “算法 与 程序 "中 的 问题 2。 
2. 在 程序 4.2 中 ,上 抢 阵 冯 用 来 保存 差 商 表 。 
(aa) 生生 杭 措 值 多 项 式 的 等 价 方法 : 
fo K=D3iM 
KK) = 了 (KE); 
el 
tor 了 = 工 :N 
zsor K=M: -二 :了 
RaGG = (AGOK) -AGEK-IJXOKCK) -XIK- 
en 
局 总 


(b? 利 用 修 改 后 的 程序 4.2 重新 计算 问题 1。 
4.5 切 比 雪夫 多 项 式 ( 可 选 ) 
考虑 [ -1,1] 内 扎 和 的 基于 节点 -jsm<zi<…< 如 芝 ] 的 多 项 式 揪 值 , 拉 格 朗 日 多 项 


式 和 午 顿 多 项 式 都 满足 ， 
大 xz) = PC) + 可 wx) 


其 中 
Br(z) = 0(z) 厅 - 多 () 
而 @(xz) 为 六 +1 次 多 项 式 ， ， 
QIz) = (20 -四 ) 《2) 


利用 关系 式 ; 





Imax ;| | ef sw ) 月 
1 Ewfxs) soOC) 1 (R+TT 
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我 们 的 任务 是 根据 切 比 雪夫 的 推导 , 选择 节点 集 | 罗 忆 = 0, 使 max letz)1i 最 小 。 
这 将 需要 讨论 切 比 雪夫 多 项 式 及 其 性 质 , 表 4.11 列 出 了 切 比 雪夫 款项 式 的 前 8 项 。 
表 4.11 切 比 捅 夫 多 项 式 厂 (x 到 万 [加 
Ttxz)=1| 
到 人) 
7T(xy=2c2 1 
四 (xz = 4x3 一 37 
了 (= 光一 8 十 工 
中 = 1635 - 的 ga + 5 
Yetzy=3226- 竹 z4+18t2 -1 
10 = 乓 x7 -1]2a5 + 有 0 扫 -7x 





4.5.1 切 比 雪 夫 多 项 式 性 质 


性 质 1 遂 归 关系 
切 比 雪 夫 多 项 式 可 以 按 如 下 方法 生成 。 设 卫 (] =1 和 Trx)=x :和 利生 递 月 关 系 ; 
和 = 2xz7 < 了 下 2， 3 《3) 
性 质 2 导出 系数 
当 冯 关 1 时 ， 和 xz) 中 2 的 系数 为 2 
性 质 3 ”对称 性 
当 六 =24 时 ， 72{ %) 为 偶 范 数 , 即 ; 
72w( 一 xz) = Tow(x - 《4) 
当 六 =2M+1 时 ,Tawsifz) 为 阁 画 数 , 即 ， 
Ta 区 一 %) = - T2uesi(z) 《3 
性 质 4 [- 1, 人 内 的 三 角 函 数 表 示 
Tvks) = eos( 下 arocosfy))， -1 过 * 反 1 { 克 ) 


性 质 5 【[ -1,1] 内 的 不 同 零点 
在 区 间 [ - 1,1] 内 8w(xz) 有 个 不 同 的 零点 台 ( 兄 图 4.15): 
(2 二 =) ,e=o.1 pw-1 (7) 


这 些 值 称 为 切 比 雪夫 点 (节点 )。 


性 质 6 极 值 
1 Pte sl -Ts<sxs<l {8) 
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图 4.15 [ ~ 1 ,1 内 的 切 比 雪 去 多 项 式 了 国人 xz) 的 曲线 


性 质 1 通常 用 作 高 次 切 比 雪夫 多 项 式 的 定义 ,下 面 我 们 证 明 轴 (x) =2xm (0x) - TiCx)o 
利用 表 4.11 中 太 (z 和 丈 (x) 的 表达 式 ,有 ， 
2x72(X%) -有 (xz) = 2xf2 刀 -1) -yw = 45 -3x = mxz) 
性 质 2 可 通过 证 明 递 归 关 系 将 zi(x) 的 最 高 次 项 系数 乘 2 得 到 (zx) 的 最 高 次 项 系数 
完成 。 
件 质 3 通过 证 明 Tau(x) 只 包含 * 的 侦 次 宕 而 mw (xz) 只 包含 * 的 奇 次 老 完 成 。 详 细 证 
明 留 作 练习 。 
性 质 4 的 证 明 利 用 三 角 恒 等 式 : 
cogt 及 ) = cosf20)eos(( 开 一 2)8) - sinf28)sinf 天 -2)0) 
用 oos(20) = 2cos (9) - 工 和 sin(20) = 2sin(8)cos( 0) 代 搞 ,得 
cog( 胡 ) = 2cos(g)(eoalg)eos(( 并 一 2)9) - sinfg)sinf( 才 277) - cosf{ 上 天 - 2)9) 
简化 得 : 
cos( 胡 ) = 2cos(8)oos( 开 一 1 人 - eosf( 开 一 作 昌 ) 
最 后 , 代 人 8 = arecos(x) 得 : 
2#cosf{( 开 - 1)arccos(xy))》 -cosf( 下 -2yarccosfx) 


= cos(EEarocos(y))，- 1 过 % 过 1 (9) 


最 前 2 个 切 比 雪夫 多 项 式 是 To(z) = cos(0arooos(x)) =1 和 了 ifz) = cosflaeosfs), 设 
对 下 =23，,A-1 有 下 (z) = eos( parceos(xs)), 下 =2,3，… 六 -1。 将 (9) 式 代 人 公式 (3), 得 
到 一 般 情 况 : 
TfE) =2x7 fx) 一 Tv 
=2xcos(t( 站 - 1)arecos(x)) - eosf( 交 -2)Jarecogs(y)) 


= coa( Warccosfx))，- 1 过 x 芝 1 


性 质 5 和 性 质 6 是 性 质 4 的 推论 。 
4.5.2 最 小 上 界 


俄罗斯 数学 家 切 比 雪夫 研究 了 如 何 使 1 有 ,0x)1 的 上 界 最 小 。 一 种 方法 是 使 用 [ - 1, 内 
1@(4z 外 的 最 大 值 与 [ - 1,1] 内 1LRY*5g(xz)AN+1)1 1 最 大 值 之 积 。 切 比 雪夫 发 现 , 要 使 因子 
maxil Qtx)1 上 最 小 ,应 该 选择 mm ,ws ,zxv , 使 得 Qt = (2 77 xz)。 
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定理 4.6 设 交 是 固定 的 ,对 等 式 {2) 的 所 有 可 选 的 CI0x), 即 对 [ -1,1 中 所 有 可 能 的 不 同 节 
氮 j 入 0 老 项 式 FTCx) = mx 是 惟一 的 ,具有 性 质 : 
max | | Ts) | 二 _Dnax | | Qtxz) 11 


的 选择 。 并 且 ; 
max 17 = 革 (10) 


而 
一 ] 癌 交 喇 荆 了 


证 明 可 在 参考 文献 [29] 中 找到 。 
该 结果 可 以 叙述 为 ,对 [| - 1, 避 内 的 拉 格 朗 日 播 值 Kx ) = P(z) + 已 (x), 误 差 界 的 最 小 
舍 为 : 


《maxj 1 etz) DCmaril FnDOzNw+TTTD 
当 节 点 | 加 } 为 切 比 雪夫 点 (节点 ) 时 得 到 。 作 为 示例 ,我 们 来 构造 一 个 六 (xz) 拉 格 裔 日 
系数 多 项 式 。 首 先 用 等 距 节点 ,然后 再 用 切 比 雪夫 节点 。 六 = 3 次 拉 格 朗 日 多 项 式 具 有 形式 ， 
Ps) = 成 kojZsofz) + 扰 s)Ei(x) + xs)1as0z)y + 成 四 ) 克 x) 《11) 


4.5.3 等 距 节点 


若 扎 s) 由 [ -1, 菇 内 至 多 3 次 的 多 项 式 下 近 ,出 将 等 距 节 点 xe = - 1,m = - 13,x。 = 113 
和 “=1 代 人 4.3 节 中 的 式 (8) ,简化 后 得 到 表 4.12 中 的 系数 多项式 天 (xz)。 


表 4.12 用 来 构造 只 (好 的 拉 格 朗 日 系数 多 项 式 ,基于 等 距 节 点 叉 = -14+2H3 
OKCxz) = -0.06250000 + 0.06250000x + 0.56250000x2 - 0.5625000023 
已 . 必 区 = .56250000 - ] ,的 3750000x - 0.56250000x2 + 1.6875000023 
瑟 . 区 <) = 0.56250000 + 1 .03750000x -0,56250000x2 -1.6875000033 
到 ,区 4) = 一 0.06250000 - 0.06250000x +0.56250000x2 +0.56250000x3 


4.5.4 切 比 雪夫 节点 


大 F(z) 由 [-1,1j 内 至 多 3 次 的 多 项 式 盟 近 , 使 用 切 比 雪夫 节点 z = eus(7r18)， 
xi =eos(5r18) ,xz = cos(3x/8) 和 za = eos(x/18) ,系数 多 项 式 的 计算 是 桔 燥 的 (但 可 以 由 计算 机 
来 完成 ) ,其 简化 后 的 系数 多 项 式 在 表 4.13 中 给 出 。 


过 4.13 用 于 构造 户 [ 必 的 系数 多 项 式 , 基 于 切 比 雪夫 节 虚 斤 = cosff7 了 一 2 了 交友) 


Cokx) = ~ 用 ,10355339 + 用 .11208538x +0,70710678x2 日.76536686a3 
人 (= 0.60355339 - 1.577161 的 xz -0.70?106782 11.8477590623 
Catz) = 人 -60355339+ 1.57716109x -0.70710678x2 _1 .8477S906z3 
(za = 一 0.10355339 - 0. 11208538Y + 口 .70710678x2 + 0 7653668643 


例 4.14 志 较 分 别 用 表 4.12 和 413 的 系数 多 项 式 得 到 的 ,Asx)= 上 的 3 次 拉 格 朗 日 多 项 式 。 
解 : 
用 等 距 节 点 ,可 得 多 项 式 ; 
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PP(x) = 0.%9519577 + 0.99904923x + 0.54788486x2 + 0.17615196 季 
这 是 由 函数 求 值 ， 
的 xz)= er =0.36787944 Faz)=etnal=071653131 
旋 oa) = ee =1.39561243 成 和 ) = el =2.71828183 
并 利用 表 4.12 中 的 系数 多 项 式 Di(x) 构 造 线性 组 合 得 到 : 
Px) = 0.3678794473o(Y) + 0.71653131751(x) + 1.395612437 (xz) 
+ 2.7182818373 (xy) 
类 似 地 , 当 使 用 蕊 比 雪 夫 节 点 时 ,得 ; 
fx) = 0.99461532 + 0.99893323x + 0.54290072x2 + 站.17517569%3 
注意 系数 与 已 (x) 中 不 同 , 这 是 使 用 了 不 同 革 点 和 函数 值 的 结果 : 
xz = ee 二 人 .39697597 
Ai) = ea = 人 .68202877 
扩 i) = ef 1.46621380 
Co) = en =2.51904417 
表 4.13 中 的 系数 多 项 式 CUz) 用 来 构造 线性 组 合 ， 
T(z) = 0.39697597Cu(z) + 0.68202877Ci(xz) + 1.46621380C:(xz) + 2.51904417C (xy) 
为 了 比较 P(x) 与 K(x) 的 精度 ,图 4.16(a)》 和 (hb) 中 分 别 绘 出 其 误差 函数 的 曲线 。 最 大 
误差 1o - P(z)1 在 <=0.75490129 处 出 现 ， 且 ， 


1e - 忆 (z)1s0.00998481 ，- 1 过 xx 之 革 
而 也 大 误差 1er* - F(Cxz)1I 在 =1 处 出 现 , 且 ; 
1e - xz 二 0.00665687  ， -1 < 关 xs 过 1 


注意 :Y(z) 的 最 大 误差 约 为 P(x) 误 差 的 2/3, 而 且 误差 在 区 间 内 的 分 布 也 更 声名。 
4.5.5 龙 格 现 象 


我 们 现在 更 进一步 来 看 使 用 切 比 雪夫 硅 值 节点 的 优越 性 ,考虑 [ - 1,1] 区 间 内 基于 等 虐 节 
点 的 扰 *) 的 拉 格 朗 日 插值 。 误 关 w(x) = Flz) - Pr(z) 是 否 随 着 w 增加 而 趋 近 于 0 呢 ? 对 
于 像 sn(x;) 或 " 这样 的 函数 ,其 所 有 导数 有 同样 的 常数 界 1 ,答案 是 肯定 的 。 而 在 一 般 情 况 
下 ,答案 是 否定 的 ,而 且 很 容易 找到 序列 | pv(x)1 不 收 伍 的 函数 。 若 Kx) = 11(1+ 1222) 刚 误 
差 项 Erv(x) 的 最 大 值 当 六 ->~ 时 增加。 这 种 不 收 伍 性 称 为 龙 格 现象 ( 见 参考 文献 [90]) ， 基 于 
11 个 等 距 节 点 的 10 次 拉 格 般 日 多 项 式 在 图 4.17(a) 中 给 出 ,在 区 间 的 端点 附近 发 生 了 大 的 振 
葛 , 若 节点 数 增加 , 则 振 划 变 得 更 剧烈 。 该 问题 的 出 现 是 由 于 节点 是 等 虑 的 。 

若 使 用 切 比 雪夫 节点 来 构造 Ax) = 1(1+ 1222) 的 2 次 插值 多 项 式 ,误差 会 较 小 ,如 图 
4.17(b) 所 示 。 在 使 用 切 比 雪夫 节点 的 条 件 下 ,误差 配 (z) 将 随 着 Nm 而 趋 于 0。 一 般 情 况 
下 ,者 灵 z) 和 (< 在 [ - 1, 匡 内 连续 , 则 可 以 证 明 , 切 比 雪夫 搬 值 将 产生 一 个 多 项 式 序列 
| pu) ,在 [ -1. 电 内 一 致 收 伍 于 Fax)。 
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站 005| 3y=er 一 疡 (0 


















图 4.16 《af -11] 内 拉 格 遍 卓 逼近 的 误差 永 教 y= 扩 一 呈 (2) 
(b) [ -上 1] 内 接 格 妆 日 逼近 的 误差 男 数 y= 世 -所 人 














-一 上 
-10 -05 00 人 5 1.0 -40 一 05 00 fi5 1.0 
全 (b 


图 4.17 《a) y=101+122) 的 诈 项 式 通 近 , 基 于 [ - 1, 菇 内 的 等 距 节点 
(bb 7y= 171+12x) 的 多 项 式 有 逼近, 基于 [ - 1,1] 内 的 切 比 雪夫 节点 
4.5.6 区 间 变 换 


有 时 需要 考察 在 区 间 [ ,5 内 描述 的 问题 ,并 将 问题 重新 在 解 已 知 的 区 间 [e ,dz] 内 表示 出 
来 。 着 要 得 到 区 间 [e ,5] 内 扰 x) 的 吉 近 Pu(x*), 则 作 变 量变 换 , 使 得 问题 在 区 间 [ - 1,1] 内 表示 ; 


由 一 区 作 十 也 殉 一作 
= = (全 + 或 := 2 -1 (12) 











其 中 ae 和 xs5, 且 -1se<l。 
区 间 [ - 1,1 内 所 需 的 切 比 雪 夫 节 点 为 : 


1 = cos oos( (2N+1- 2805RF 7 ， 下 0 (13) 
利用 式 (12) 可 得 [ea ,5] 内 的 捅 值 节点 : 
xi 一 2 + 于 村 2 ,01 (14)》 


定理 4.7{ 拉 格 妆 自 - 切 比 馨 夫 有 逼近 多 项 式 ] 设 Pu(x)} 为 基于 式 (14) 所 给 切 比 雪 天 节点 的 拉 
榕 朗 日 多 项 式 。 若 FE CT[ae,b, 则 : 
网 


| Fr) -Pofx) 1 ax (sx) 1 (15》 
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例 4.15 在 [0,rM4j 上 对 于 成 zx)=sin(x), 求 拉 格 朗 日 多 项 式 Pi(i) 的 切 比 雪夫 节点 和 误差 
界 (15)。 
解 : 
利用 式 (12), 式 (131 和 式 (14]) 计 站 节 点 : 


na = cos( Q 52t)sj 权 + 柯 ， 下 = DT1， 


利用 式 (15) 中 的 界 LRe(x)1E 1-sin(rM4)1=2- 吧 = 于 ,得 ， 
扣 
LA -可 (< [到 ] ( 末 j2-2 < 0.00000720 


4.5.7 正 交 性 质 


在 例 4.14 中 ,利用 切 比 雪夫 节点 来 求 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 ;通常 ,这 隐 仿 说明 办 次 切 比 
雪夫 多 项 式 可 由 基于 w+ 1 个 节点 的 拉 格 朗 日 多 项 式 求 得 ,这 些 节点 为 mW (xz) 的 六 +1 个 
根 。 然 而 ,直接 求 青 近 多 项 式 的 方法 是 将 Pr (x) 展 开 为 表 4.11 中 多项式 (zx) 的 线性 组 合 。 
因此 , 切 比 雪夫 揪 值 多 项 式 可 写 为 ; 








PPw(z) 三 yetT(z) = coTo(x) + C cnwTn(z) (16) 
的 形式 。 
容易 求解 式 (16) 中 的 系数 | es | ,其 技术 上 的 证 明 需 要 使 用 如 下 的 正 交 人 性 质 。 设 ， 
溃 = cosl 生 二 引 = 0 f17) 
之 四)(x) = 10， i 冯 【18) 
TD(mw) = 二， 0 (19) 
TecDmn = 次 +1 〈20) 


利用 性 质 4 和 式 (18) 及 起 (20) 可 以 证 明 如 下 定理 ， 
定理 4.8{ 切 比 袁 夫 逼近 ) 在 [ - 1, 菇 内 F(x) 的 次 数 小 于 等 于 六 的 切 比 雪夫 逼近 多 项 式 
书 {%) 可 写 为 | (xz) 和 的 形式 ， 
zi) = Pr(z) = Do 了 (zx) (21) 
系数 {e | 可 用 公式 : 


下 





)2() = 万 证 As) (22) 
和 : 





4 = | >ACoDmta) 


”、 





os| ; 肋 休 二 )) = 12 (23) 





冯 二 


第 4 章 ， 播 值 与 多 项 式 逼 近 179 


计算 
例 4.16 求 区 闻 [ -1,1] 内 通 近 函数 已 (z) 的 切 比 雪 去 多项式 FLz) = er 
解 : 
利用 式 (22) 和 起 (23) ,以 及 节点 seos(rf25+T1)78) =0,1,2,3 计 算 系数 ; 








4 tE0 
了 他 
c= 六 2esm(x) = 村 ecosl2x 全 ) - 0.27145036 
40 0 
了 了 
让 二 二 yesm(a) -~ 工 oreos| 3x 中 二 !) = 电 .04379392 
2 结 2 上 =0 8 


故 , Pi(5) 的 声 比 雪夫 多 项 式 姑 为 : 
Pi(xz) =1.266065687o(xz) + 1.130315007 (sx) 
+ 0.27145036 了 (xz) + 0.043793927 (xz) 《24) 
车 将 (24) 式 展开 为 的 桔 孙 效 ， 结 果 为 ， 
Pi 0z) = 0.99461532 + 0.99893324x + 0.5429007222 + 0.17517568x3 
与 倒 和 14 中 的 多 项 式 代 z) 相 同 。 著 目前 是 求 切 比 雪夫 多 项 式 , 则 最 好 用 式 (22) 和 式 (29)。 


4.5.8 MATLAB 


下 面 的 程序 使 用 eval 命令 ,而 没有 用 前 面 程序 中 用 到 的 feval 命令 。ewal 命令 将 一 个 MAT- 
LAB 字符 串 解释 为 表达 式 或 语句 ,例如 , 下 面 的 命令 将 快速 地 计算 下 = 0,1,...,5 时 x = 8/10 处 的 
余 玉 值 ; 

> > =.1:.53 
> > evalf cosfx)y 


alS = 
1-0000 晶 ,9950 .9801 0.9553 0.92110.8775 





程序 4.3( 切 比 缠 夫 逼 近 } 构造 和 计算 [ - 1,1] 内 的 w 次 切 比 雪夫 表 近 多 项 式 ,其 中 : 


天 (xy = >， cr 人 (0x) 
0 
基于 节点 : 
。- (Qt+Dz] 
+ 








function [Ce,XY] = chebyftunnya,b) 
8 Input  - fun is the string function to be aPRPLOXimaLEeO 


入 ~- 可 S the aegree of the chebyshev interpeITatinG 
年 PO]Ymncemi al 

对 -电工 Sthe 1Lett end point 

争 一 世 IIS the rignht end point 
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委 Tutput -Cisthe coefficient Ist tor the Po]lyncmial 
名 一 其 它 GHt 吕 inS he 昌 DSC1L RSS 

儿 一 了 CO 有 ImnS 了 the OOimateS 

Fnargin= =2,a= -~1ib=1iend 

术 = PiIA2xT+2)i; 

C= zekrogf1,nt+1)5 


tor KK= lsm+1 

X(KJces[(2 关 攻 一 工头 加 )i 
ed 
X = 人 -asX2H+HTa+D)2i 
人 
立 = evalf fun); 


foer XK =1:n+T 
zZ=(2+K-1)#o; 
for 了 =1: 了 +1 
CD) =Cf)+EK)seos(j-1)s2); 
ETmQ 
enS 
=2xcrtn+1)# 
Cl1) = CCL1)725 


4,5.9 习题 


1. 利用 尾 质 1 
(a) 由 号 (xz) 和 有 (xz) 构 造 耻 (xz)。 
(by 由 有 (xzx) 和 和 (xs 构造 有 (xz)。 
2. 利用 性 质 1 
《9 由 了 xz) 和 有 (构造 于 (x)。 
(b) 由 24x) 和 805) 构造 入 (>x)。 
. 利用 数学 归纳 法 证 明 性 质 2。 
. 利用 数学 归纳 法 证 明 性 质 3。 
. 计算 区 间 [ - 1,1] 内 丈 的 最 大 值 和 最 小 值 中 。 
. 计算 区 间 [ - 1.1 内 兄 的 最 大 和 最 小 值 。 
提示 :7:(l2)=0 和 Y (~-12)=0。 
7. 计算 区 间 [ - 11 内 丈 的 最 大 和 最 小 值 。 
提示 :74(0) =0,7(2 2)=0 和 Ti(-2 2)=0。 
8. 设 在 [| - 1. 内 ,六 x)=sinfx) 
(ay 利用 表 4.13 中 的 系数 多 项 式 求 切 比 雪夫 台 近 多 项 式 Pi(z)。 
(b) 求 误差 界 1sin(x) - P;(xz)1。 


上 





四 此 处 当 是 原文 有 址 漏 ,可 能 是 求 ?fs) 的 最 大 值 和 最 小 值 。 以 下 第 6 题 和 第 7 题 类 伏 , 分 别 求 TtzJ 和 了 (xs) 的 最 
小 值 ) 一 一 译 者 注 。 
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9.， 设 在 [ - 1, 内 ,Kxz)=Infx+2) 
《al) 利用 表 4.13 中 的 系数 多 项 式 求 切 比 雪夫 逼近 多 项 式 Pi(x)。 
{b) 求 误 善 界 1lnfz+2) -Bf(z)1。 
10. 2 次 拉 格 朗 日 多 项 式 具 有 
所 三 所 xzo)E2ofx) + 成 zi + 诛 和 EC) 
的 形式 , 若 切 比 雪夫 节点 采用 和 = cos(Sr16),x =0 和 x = coaf xj16) ,证 明 : 系 数 多 项 
式 为 ， 


了 2 
五 ofx) 二 - 霹 + 续 - 


Pa(z) =1- 合 


1. 设 在 [ -11 内 ,Kx)y=eos(z)。 
(a) 利用 习题 10 中 的 系数 多 项 式 求 拉 格 半日 - 切 比 雪夫 下 近 多 项 式 P(z)。 
{b) 计算 误差 界 1eos(x)y - Ps(z)1。 
12. 设 在 [ -1,H 内 ,zx) = 人 er。 
《a) 利用 习题 10 中 的 系数 多 项 式 求 拉 格 于 日 - 切 比 雪夫 通 近 多 项 式 P fx)。 
《b) 计算 误差 界 1o - 已 (fx)1。 
习题 13 ~ 15 对 [ - 1 匡 内 函数 赤 z) 的 泰勒 多 项 式 和 拉 格 朗 日 - 切 比 雪夫 台 近 多 项 式 进 行 
比较 ,计算 它们 的 误差 界 。 
13. 六 x) = sin(xs), 六 =7; 近 榨 朗 日 - 切 比 雪夫 通 近 才 项 式 为 ， 
sin( xz) = 0.99999998x -0.16666599x2 + 0.008329952 -0.00019297 吕 
14. 六 xz) = coafz), 放 =6 拉 格 朗 日 - 切 比 雪夫 通 近 穹顶 式 为 ， 
cos( x) = 1 -0.49999734x2 + 站 .04164535%4 -0.001346085 
4. 失 x= 人, 由 =7; 拉 格 裔 日 - 切 比 雪 夫 和 逼近 煞 项 式 为 ， 
e ”二 0.99999980 + 站.99999998x + 0.5000063422 
+ 0.16666737x + 0.0416350424 + 0.00832984xs 
+ 0.00143925xe + 0.0002039927 
16. 证 明 等 式 (18)。 
17. 证 明 等 式 (19) 。 


4.5.10 算法 与 程序 


在 问题 1~ 6 中 , 当 (a) N=4,(b) 六 =5，(e) N= 6,(d) NW=7 时 ,利用 程序 4.3 计算 
[- 1, 了 内 矶 z) 的 雹 比 雪 夫 多 项 式 P (xz) 的 系数 1e, | 。 在 每 种 情况 中 , 在 同一 坐标 系 中 
画 出 关 xz) 和 疡 (xs) 的 曲线 。 

1. 成 S) = 上 2. 大 xz)=sinfxy) 

3. 大 <) = cosfyY) 4. 大 < =]nx+2) 
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5. 交 x) = (ss 十 2 6 Fw ) = 【和 二 2633 
7. 利用 程序 4.3(w =3), 求 focoatx ) de 的 通 近 。 


4.6 帕 德 逼近 


在 本 节 中 ,我 们 引进 盟 数 的 有 埋 通 近 的 概念 ,在 其 定义 域 的 一 个 部 分 区 间 内 通 近 函数 
所 2j 
例如 , 若 六 zx) = eas(x), 则 只 需 找到 其 在 区 间 [0,x72] 内 的 逼近 公式 ,然后 可 以 利用 三 角 
恒等式 计算 [0, rj2] 以 外 的 cos(z)。 
Le ,区 ] 交 的 有 理 函 数 扰 x) 是 两 个 站 次 和 型 次 多 项 式 己 (s) 和 0y(z) 的 分 式 。 使 用 记号 
Rvww(tx) 来 表示 这 一 分 式 : 
Re) = 人 et ， 有 近 光 二 放 《1 ) 
我 们 的 目标 是 使 最 大 误差 尽 可 能 地 小 。 对 给 定 的 计算 能 力 , 通 常 可 以 构造 出 一 个 有 理 逼 
近 , 其 在 [ae, 缮 内 的 整体 误差 小 于 多 项 式 通 近 。 以 下 的 推导 只 是 一 个 导论 , 且 仅 限于 帕 德 盟 
近 。 
幅 德 方法 要 求 扩 z) 及 其 导数 在 * = 0 处 连续 。 选 择 点 * =0 有 两 个 原因 ,第 一 ,这 使 计算 变 
得 简单 ;第 二 ,可 以 通过 变量 变换 把 计算 平移 到 一 个 包含 0 的 区 间 。(1) 中 使 用 的 多项式 为 ， 
Ps) = po 二 DTTPogI 上 + 二 DA {2) 
和 : 
Qukx) = 1+gx+Tg 认 十 二 人 过 (3) 
多 项 式 (2) 和 (3) 的 构造 要 求 所 xs) 和 Ru vwfz) 在 *=0 处 相等 , 目 其 N+ 更 阶 导数 在 * =0 
处 根 等。 在 Qu(z) =1 的 情况 下 ,该 通 近 为 六 sx) 的 马克 劳 林 展 开 。 对 固定 的 六 + 政 , 当 PKx) 
和 ov 人 kx) 有 相同 次 数 时 或 当 忆 (x) 的 次 数 比 Ow(z) 次 数 高 [次 时 误差 最 小 。 
注意 @v 的 常数 项 为 we = 1 这 是 允许 的 ,因为 它 不 能 为 0, 而 当 Pv(xz) 和 0v(x) 被 局 一 党 
数 除 时 , Ruvw(x) 不 变 。 因 此 有 理 函 数 Rs(z) 有 六 + 班 +1 个 未 知 系数 。 设 厂 x) 是 解析 的 ， 
且 有 马克 劳 林 展开 : 


所 四 = 二 的 和 二 (4) 
和 差 大 xz)Onfz)- Ptxz)=Z0z): 
(2 zj(on)- > - 2 cm (5) 


了 = 弄 + 条 


(5) 式 右 喘 式 和 式 的 下 标 为 = n+ 机 1 ,是 因为 护 咏 和 Re ulz ) 在 zx =0 处 的 前 六 + 条 
阶 导数 相等 。 
将 (3) 式 左 端 展开 , 且 令 丰 =0,1 ,Ar 用 的 * 系数 为 0, 可 得 到 线性 方程 组 ， 
am 一 po= 昌 
gao+G 一 Ps 人 0 
dzaot+ga+ea 一 了 2= 


妇 3 丰 0 十 全 他 1 十 下 人 2 十 氏 3 一 瑟 3 三 心 
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TUWQN -十 GilGr-1 + + Cn 一 Pr= 1 6) 
AH 十 HI 十 ”十 站 Cn + enwil = 
Ca-Wr2 十 Gy-1aN ws 二 Cl + Gw = 站 {7) 
GAN 十 于-1 全 w+ 二 CT GE 二 


注意 ,在 每 个 等 式 中 , 乘 式 的 两 个 因子 的 下 标 和 相等 ,日 该 和 从 0 到 普 + 对 增 大 。(7)} 式 
中 的 亲 个 等 式 只 包含 六 个 未 知 量 9 ,9 ，…,qgw, 应 该 首先 求解 ,然后 利用 式 (6) 中 的 等 式 求 出 
PP ”Prwas 
例 4.17 建立 帕 窜 吉 近 ， 


斌 
cos(z) = Ri(z) = 15 120 - 6900x”+ 3137 


1S 120 + 660z 上 1132 





(8) 


解 : 
在 [ -5,5] 区 间 内 的 cosf(x) 和 已:(x) 曲 线 见 图 4.18。 











图 4.18 7= cost x) 及 其 帕 德 退 近 品 ,(z) 的 曲线 图 


车 使 用 cos(x) 的 马克 劳 林 展 开 , 则 将 得 到 包含 9 个 未 知 量 的 9 个 方程 式 。 而 cos(z) 和 
Ri(x) 都 是 偶 函 数 且 包含 2 项 , 落 由 (xz) = cos(z02) 开 始 则 可 简化 计算 : 


1 
24 


了 
年 ”一 





RaJ=1L- 5 十 
在 这 种 情况 下 ,等 式 (5) 变 为， 


1 3 1 4 av 
肠 汪 + 和 和 382- (9) 





T 1 1 1 
和 % 二 殉 3 - 有 和 + 防 32 一 …]( + 全 和 二) 
=0+0x+0 TO 0 eyeog6 二. 
当 比 较 x 的 前 5 个 指数 项 系数 时 ,得 到 如 下 的 线性 方程 组 ， 
1-po=0 


1 
-二 +9 一 Pi= 昌 


1 1 
订 一 万 人 十 和 一 有 = (10) 
旭 2 
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1 1 1 0 
74+ 列 9 本 92= 
1 1 1 
相 了 一 也 9 + 列 包 = 
式 {10) 中 的 后 两 个 方 竹 改 须 先 求解 ,它们 可 改写 为 易于 求解 的 形式 : 


站 





一 工 
2 12e = 用 和 -和 +309 = 大 


先 通过 等 式 相 加 解 出 9 ,再 束 出 fi : 
_ 下 (二 二 ) -了 
和 = 刘 人 30” 基 /1120 
1 156 11 


和 = 基 + 本 10 = 252 
利用 式 {10) 的 前 3 了 个 方程 ,显然 pe = 1 ,并 且 可 以 利用 趟 {11) 中 的 9 和 9 解 得 pl 和 有 
-LU _ 15 
站 珊 


《II 





【12) 
1 二 13 313 
产 = 列 -和 和 +1 二 = 再 1 声 
再 利用 式 (11) 和 式 (12) 中 的 系数 构造 Kxz) 的 有 理 通 近 ， 
2 





1 + 11xv252 + 13xz7z15 120 
由 于 oog(x)= 扎 x) 可 以 用 既 代 多 式 (13) 中 的 *, 担 到 的 结果 是 式 (8) 中 的 民 , sfx) 的 公 
起, 

4.6.1 连 分 式 


倒 4.17 中 的 柏 德 殖 近 部 ,(x) ,每 求 1 个 值 需 要 至 少 12 个 算术 运算 ,利用 连 分 式 可 以 将 
计算 量 减少 和 到 了 个 运算 。 从 (8) 式 开始 , 求 其 多 项 式 余 项 ; 
玉 (i -= 允 1200313 -〈69007313) 达 + 对 
44 11207134+86607 本 了 寻 
313 ( 吾 280] 12 6007823 + 和 好 ) 
1 19 人 1 120013 + (600113) 姑 十 入 
对 余 项 再 次 进行 这 一 过 程 ,结果 为 ， 
RD -313 296 2807169 
4 120737660071J 末 证 太 
过 2 656007823 + 入 


313 206 2807169 
3 


= 了 ”和 琴 策 ;0 07589607677 3 
10 659 12 6007823 + 好 


为 了 计算 ,将 分 式 写 为 小 数 形式 ,得 : 


_ 1753.13609467 
人 0) 407692308 - 征 - 且 三 7 二 六 620.199282771015 台 和 2 于 到 (4) 


蛮 计 算式 (14) ,首先 计算 并 保存 , 然 后 从 分 母 的 最 右 端 开 始 , 依 次 进行 加 法 ,除法 ,加 
法 ,加 法 ,除法 ,减法 。 这 样 总 共 需 要 ?7 步 运算 来 求 得 式 (14) 中 的 连 分 式 R (zx ) 的 值 。 
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Rs4tz) 与 6 次 泰勒 多 项 式 疡 (z) 进 行 比较 ,后 者 也 需要 7 步 运算 来 求 得 艇 塞 形 式 ， 


Pofx) = 1+ 2 -了 + 十 - 雹 二 ]】 415) 
= 1+x% -0.5S+ 姑 (0.0416666667 - 0.0013888889x2) 1 
的 值 。 图 4.19(a) 和 (b) 分 别 给 出 了 [ - 1,1] 区 间 内 酚 (x) = eos(z) - 玉 , (xz) 和 瑟 (x) = 
costx) - Pi(x) 的 曲线 图 。 最 大 误差 在 端点 处 出 现 ,分 别 为 瑟 (1) = - 0.0000003599 和 羽 ,(1) 
= 0.0000245281 , 员 4x) 的 最 大 误差 约 为 Pi(x) 的 1.467% 。 在 较 小 的 区 间 内 , 帕 德 逼近 优 于 
泰勒 通 近 ,在 [ - 0.1,0. 避 区 间 内 ,有 王 (0.1) = -0.0000000004 而 已 (0.1) = 0.0000000966, 因 
此 Rs(zx) 的 误 善 大 小 约 为 Ps(z) 误 差 大 小 的 0.384% 。 





图 4.19 【as) 帕 德 逼近 Rifx) 的 误差 政 (z) = ecoafx) -下 (xy 曲线 
(D) 泰勒 忆 近 户 (x) 的 误 莽 品 (z) = ema(*)] = coa(x) - 亚 (x) 曲 钱 


4.6.2 习题 
1. 建立 帕 德 逼 近 : 


之 十 区 
字 一 革 


2.《a) 求 /xz) = mn(1+ x)7x 的 帕 德 址 近 届 ,(x)。 提 示 : 由 马克 劳 林 展开 开始 ， 
ro -生生 
(b) 用 (a) 中 的 结果 建立 各 近 ， 
nl 十 到 ) Rs 责 ix) 二 


e ”= 刷 





和 和 二 
后 十 攻克 


3. (a) 求 扰 xz) = tan(s2)vai2 的 总， (zj 提示; 由 马克 劳 林 展开 开始 ; 
厌 *) = 14+ + 
《b) 用 (a) 中 的 结果 建立 逼近 ， 


tanf xy) = Ri(x) 一 





1Sx -xzx3 
1 -6x 


4 (a) 求 所 xz) = artlan(xz2)《xi2 的 丽 (x)。 提 示 ; 由 马克 劳 林 展 开 开 始 ， 
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全 
Fn) =1- 半 + 千 -… 
(hb) 用 (al) 中 的 结果 建立 通 近 : 
15x 十 44x3 


arctanf wx ) = Raz(z) = 1 





《e) 将 (b) 中 的 有 理 函 数 Ra :(x) 用 连 分 式 形式 表示 。 
5， (aa 建立 帕 德 这 近 ; 
12+6x + 季 


2 Rh) = 
一 6x 十 世 
(B) 将 (a) 中 的 有 埋 函 数 员 , ;(x) 用 连 分 式 形式 表示 。 
(有 求 扰 i)= 下 (1+x)7z 帕 德 逼近 总,:(z)。 提 示 ; 由 马克 劳 林 展 开 开 始 ; 


. 
2 中 
省 六 可 。 
有 灰 和 = 工 - 方 + 可 可 + 一 


上 | 


(b) 利用 (a) 中 的 结果 建立 ; 
30x +21x + 好 
0 


(e) 将 (b) 中 的 有 理 冰 数 表示 为 瑟 ; 区 3) 连 分 式 形式 。 
(a] 求 Kx)=tan(z”)《xz2 的 玉 2(z) ,提示 :由 马克 劳 林 展 开 开 始 ; 
22 172 6224 
7 =1+ 本 + + + 335+， 








《hb) 利用 (a) 中 的 结果 建立 : 
g4$x - 105w” + 
Fan(x) = Rss(x) = 05 


(e) 将 (hb) 中 的 有 理 函 数 表示 为 R ,fx ) 连 分 式 形式 。 
《a 求 六 z) = arctanfxs 1vxi2 的 总 ;0x), 提 示 : 由 马克 劳 林 展开 开始 ; 





大 cz = 工本 + 河 一 林 二 本 
《hb) 利用 (aj 中 的 结果 建立 ; 
945y + 73S 和 9 + 人 2 
arrtantx) 一 Re) = 交 5 4 100 225 寻 
(ec) 将 人 b) 中 的 有 理 函 数 表 示 为 R, ,0x) 连 分 式 形式 。 


9. 建立 帆 德 逼近 ， 
届 (x) = 120+60x + 1222 + 和 
0 





10. 建立 帕 德 通 近 : 
or) 1680 + 840x + 180c + 20m 十 扩 
-30v+180 夺 二 加 好 十 好 


4.6.3 算法 与 程序 
1. 比较 对 阮 煞 扰 x) = e 的 吝 近 ， 
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泰勒 逼近 :Tu(z) =1+ x+ 互 + 所 + 到 
7 、 12 十 6 十 区 
帕 德 逼近 : 叱 (xz) 说 一 6 十 三 
《aij 在 同一 坐标 系 中 男 出 Kxz) ,7efxz) 和 避 2z) 的 曲线 。 
(b) 分 别 求 出 在 区 亲 ! - 1 已 内 用 四 (7 和 瑟 : :(xz) 刘 近 交 z) 的 最 大 误差 。 
. 比较 对 函数 As*) = jnfl + x) 的 逼近 : 


泰勒 逼近 :7s(x) =x 一 林 + 杞 一下 + 邱 
、 30x +2152 + 季 
帕 德 逼近 : Rs(z) = 30 1 362 TD 
《a) 在 同一 坐标 系 中 画 出 妃 z) ,Ts 和 玉 :xz) 的 曲线 。 
《D) 分 别 求 出 在 区 间 [ - 1 口内 用 和 中 (xz) 和 总:(x) 台 近 头 x) 的 最 大 误差 。 
.比较 对 函数 Ax)》 = tan(z) 的 逼近 : 


-可 3 四 
泰勒 丙 近 :mp(x) = x+ 可 + 了 5 + 可 5+ 基 汪 


， _ 945x -105x3 + 叶 
犁 德 殖 近 : Rs 4(x) = 0 1 


《a) 在 同一 坐标 系 中 画 出 产 z) ,9(z) 和 Ri(z) 的 曲线 。 
(b) 分 别 求 出 在 区 间 [ - 1,1] 内 用 (xz) 和 及,(x) 有 逼近 扰 x) 的 最 大 误差 。 
- 比较 在 区 间 [ - 1.2,1.2] 内 对 函数 FLx) = sinfx) 的 向 德 通 近 ; 


R (Co - 166 320x - 22 2602 + 3] 入 
2 1011088 + 3 的 王 +5x4) 


R (xz ]L5L 339 840x - 1 640 633 920x + 52 785 43223 - 479 249x7 
644 和 7 120+3 和 9702 960 三 +453 95027 二 623 大 ) 


(aj 在 同一 坐标 系 中 画 出 六 z) ,有 es0z) 和 已 (x) 的 曲线 。 

《b) 分 别 求 出 在 区 间 [ - 1.2,1.2] 内 用 总 :xy 和 玉 ,i(z) 通 近 Ax) 的 最 大 误 益 。 

(al) 利用 式 (6) 和 式 (7) 导 出 对 函数 fx) = cos(z) 在 [ - 1.2,1.2] 内 的 逼近 Rss xz) 和 
玉 ex) . 

《hb 在 同一 坐标 系 中 画 出 由 zy, Restx) 和 局 (xz) 的 曲线 。 

(ce)] 分 别 求 出 在 区间 [{ - 1.2,1.2] 内 用 Ratz) 和 Rs(x) 通 近 FAxzy 的 最 大 误差 。 


] 
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在 科学 技术 的 工程 和 试验 中 ,经 常 需要 从 试验 数据 中 寻找 拟 合 曲线 。 例 如 ,在 1601 年 , 德 
国 天 文学 家 Johannes Kepler 用 公式 表示 了 行星 运动 第 三 定律 ,了 = 作 半 ,这 里 地表 示 以 百 万 公 
里 为 单位 的 行星 到 本 阳 的 距离 , 工 表示 以 天 为 单位 的 轨道 运行 局 期 ,而 和 是 一 个 常数 。 对 前 4 
个 行星 ,水 星 、 金 星 .地球 和 火星 的 观察 数据 的 (*, 站 分别 为 (55,88) ,(108,225),(150, 365)， 
(228,687)。 通 过 最 小 二 箭 法 得 到 的 系数 C = 0.199769。 曲 线 和 数据 点 如 图 5.1 所 示 。7 -= 
0.199769x7 >。 


500 了 =0.199769x352 


2 


图 $.1 符合 开 普 勒 行星 运动 第 三 定律 的 前 四 个 行 
星 的 最 小 二 冬 拟 合 曲线 了 = 0.199769x2 


5.1 最 小 二 乘 执 合 曲线 


在 科学 工程 试验 中 ,往往 会 出 现 这 样 的 情况 ,实验 产生 一 组 数据 (zy )，…,(z yy ), 其 
中 横 坐 标 | se 是 明确 的 。 而 数值 方法 的 目标 之 一 ,就 是 确定 一 个 函数 y = F(x) ,将 这 些 变量 联 
系 起 来 。 通 常 从 一 类 所 允许 的 函数 中 进行 选择 ,并 最 终 确 定 它们 的 系数 。 选 择 函 数 的 可 能 性 
是 多 种 多 样 的 。 一 般 会 存在 一 个 基于 物理 情况 的 底层 的 数学 模型 ,用 于 确定 函数 的 形式 。 在 
这 一 节 , 将 主要 分 析 线 性 函 孝 ,其 形式 为 : 

yy== 疙 sx)= 4r+ 了 加 【1) 

在 第 4 章 介绍 了 如 何 构造 一 个 经 过 点 集 的 多 项 式 。 如 果 所 有 的 数值 1x,} ,1 | 已 知 有 多 
位 有 效 数 字 精 度 , 则 能 成 功 地 使 用 多 项 式 插值 ;否则 ,不 能 使 用 洛 项 式 插值 。 有 些 试验 针对 特 
定 的 设备 设计 ,因此 测试 数据 点 的 精度 至 少 有 5 位 有 效 数 字 。 然 而 ,许多 试验 数据 可 能 只 有 3 
位 或 更 少 的 有 效 数 字 精度 。 而 且 通 常 在 试验 中 还 存在 试验 误差 ,所 以 尽管 对 | x, | , | y } 的 记录 
有 3 位 有 效 数字 ,真实 值 所 zx ) 满 足 ; 

兵 如 ) = ] 十 人 嫩 (2) 
这 里 = 表示 测量 误差 。 
如 何 找到 式 ( 了 的 经 过 测试 点 附近 (不 穿 过 初始 点 ?的 最 佳 线性 逼近 表达 式 ? 要 回答 这 个 
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问题 ,首先 需要 讨论 误差 (又 称 偏差 或 残 差 ) 





6 天 夫 竹下 (3) 
有 多 种 形式 表示 式 (3) 中 的 误差 ,可 用 来 调 量 巾 线 y = 所 2) 与 测试 数据 的 误差 。 
最 大 误差; 和 0 (4) 
平均 误 郑 ， Bi(P = 了 1Ks) - 疙 | (5) 
均 方 根 误差， 已 OP = ( 方 袜 Ka -和 是 (6) 


下 面 的 例子 显示 了 当 给 定 一 个 函数 和 一 组 数据 后 ,如 何 使 用 这 些 误差 。 
表 5.1 求 例 5.1 中 的 后 ( 用 和 扣 ( 用 的 计算 数据 





中 6 1 和 














王 





中 mm 和 1 











例 5.1 给 定 函数 y= xz)=8.6-1.6x 和 一 组 数据 { - 1,10),(0,9]，(1,7),(2,.5)，(3,4)， 
(4,3) (5,0),(6, - 1), 比 校 最 大 误差 .平均 误差 和 均 方 根 误 差 。 


报 据 表 5.1 中 的 态 各 ) 和 e 慎 可 来 出 误差 ; 


五 。 (站 = maxj0.2,0.4,0.0,0.4,0.2,0.8,0.6,0.0| = 0.8 (7) 
已 (站 = 于 (2.6) = 0.325 (8) 
五 ( 户 = (中 =: 0.41833 (9) 


可 以 在 到 最 大 误差 值 最 大 ,如 果 有 一 点 的 误差 严重 , 则 它 决 定 了 已 。( 门 的 慎 。 平 均 误 差 
(让 简单 地 将 每 个 点 的 误差 的 绝对 值 进 行 平均 。 由 于 它 的 简单 性 ,所 以 常常 被 使 用 。 
误差 Ba( 门 通常 用 于 需要 考虑 误差 的 统计 特征 的 情况 。 

通过 求解 式 (4) 到 式 {6) 中 茉 一 个 的 最 小 值 ,可 得 到 一 条 最 佳 拟 合 直 线 。 这 样 可 求 出 三 条 最 佳 拟 
合 直 线 。 由 于 第 三 个 误差 方法 玉 ( 门 更 容易 进行 最 小 化 计算 ,所 以 通常 采用 它 。 


5.1.1 求 最 小 二 乘 曲 线 


设 | , 因 )j-: 是 一 个 具有 个 点 的 集合 ,这 里 横 坐 标 | xx] 是 确定 的 。 最 小 二 乘 拆 合 曲 
线 y7= 上 /xz)= 4+ 甩 是 满足 均 方 根 误差 如 ( 放 最 小 的 曲线 。 

豆 ( 门 的 值 最 小 ,当量 仅 当 (CBE = 2 (dx + 有 下- 因 闻 的 值 最 小 。 根 据 图 形 的 形式 ,后 
一 个 值 可 解释 为 ;数据 点 到 曲线 的 垂直 距离 的 平方 和 的 最 小 值 。 下 面 的 结论 解释 了 这 个 过 程 。 
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定理 5.1( 最 小 二 乘 拟 合 曲线 】 设 交 xs 加) 村 :有 直 个 点 ,其 中 横 坐 标 | 冬 上 -1 是 确定 的 。 最 
小 二 乘 拟 合 曲线 ; 


yy = x+ 了 
的 系数 是 下 列 线 件 方 程 组 的 解 , 称 为 正规 方 程 : 
(站 4+(2aja- 2 0 (10) 


证 明 : 从 图 形 的 角度 看 ,对 于 曲线 7 = 4 + 中 ,点 (mx 和) 到 线 上 的 点 (和 ,dz + 吕 ) 的 重 直 
上 距 离 为 必 = 14xs + 吾 - 各区 (如 图 5.2 所 示 )。 需 要 对 垂直 蝶 离 的 平方 和 ， 


忆 (4, 有 ) = 24 + 有 -= 起 《了 1) 
最 小 化 。 | | 











如。 天 3 3 TEN-1 3 


图 5.2 点 长 知 , 乞 ) 与 最 小 二 乘 拟 合 曲 钱 y = 必 + 卫 的 牌 直上 距离 


通过 使 偏 导数 257Aad 和 8BB7a8 为 零 , 可 得 到 (4,B) 的 最 小 值 ,并 可 求 出 4 和 下 。 注 意 
fs 和 fyej 是 式 (11) 中 的 常数 ,而 4 和 如 是 变量 。 将 下 固 定 ,对 4 求 导 可 得 ， 





2642) = 272(4zs + 召 - 乱 )( 国 》= 221 (4 + Ba - xbys) 《12) 
现在 将 4 图 定 ,对 号 求 导 可 得 : 
a8c4,2) - 220ke + -7 -22(hn + - 力 ) (13) 
全 宝 (12) 和 二 (13) 等 于 地， 利用 求 和 的 分 号 伴 可 得 
0 = 补 im -ao - 4 富 革 + 8a -六 ao (14) 
0 = > +- Jo) = 42m+ MB- > (15) 


可 重新 排列 式 (14) 和 式 (15) 形 成 方程 组 的 标准 形式 ， 并 得 到 正规 方程 (10)。 通过 第 3 章 
的 技术 可 求 出 这 个 线性 方程 组 。 然 而 ,程序 5.1 中 的 方法 对 数据 进行 了 变换 ,因此 可 用 和 良 态 矩 
阵 ( 参 见 练习 )。 
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例 5.2 根据 鲍 $.1 给 出 的 数据 点 , 求 其 最 小 二 乘 氢 合 曲线 。 


解 : 

使 用 表 5.2 中 的 值 很 容易 得 到 正规 方程 式 (10} 中 的 和 和。 包含 4 和 四 的 线性 方程 组 为 : 
儿 4+208=25 
204 +88 = 37 


表 5.2 求解 正规 方程 的 系数 


卓 
斌 





| 
己 





号 
了 
] 
十 
3 
修 


王 


岛 | 避 mm 证 一 已 
疹 | 家 民 世 站- 所 一 | 站 


Ca 
o 叶 








线性 方程 组 的 解 为 4= - 1.6071429 和 一 8.6428571。 因 此 最 小 二 乘 热合 曲 线 如 图 5.3 
所 示 , 为 : 
Y= -1.6071429x +8.6428$71 








图 5.3 最 小 二 乘 拟 合 曲线 y = -1.6071429x + 8.6428571 


5.1.2 逢 函 数 拟 合 = 4 


在 某 些 情况 下 的 拟 合 函 数 为 Kx) = 4 ,其 中 4 是 一 个 已 知 常数 。 图 5.1 中 给 出 的 行星 
运动 就 是 这 样 的 例子 。 在 这 种 情况 下 ,只 需要 求解 一 个 参数 4。 


定理 5.2( 罕 本 数 拟 合 ) 设 |( zs， 和) 这, 为 w 个 点 ,其 中 横 坐 标 是 确定 的 。 最 小 一 乘 守 函数 
拟 合 曲线 7 = 4 的 系数 4 为 ; 


4 = ( 写 交 )/( 安 区) (16) 


上 = 
使 用 最 小 二 乘 技术 ,需要 求 函 数 (4) 的 最 小 值 


已 (4) = (4et -3 (17) 


和 
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在 这 种 情况 下 ,只 需求 解 丸 = (4) = 0。 导 数 表示 为 : 
有 (4) = 2 SC -和 ) 代 你 )》= 2 (Cha 一 syi 《18》 
因此 ,系数 4 是 下 面 方程 的 解 : 和 
0 = 4 - 阿 要 汉 《19) 
上 式 可 化 简 为 式 (16)。 


例 5.3 试验 救 据 各 表 5.3 所 示 。 关 系 式 为 4= 村 8P，d 表示 单位 为 米 的 距离,! 表示 单位 为 


秒 的 时 间 。 求 重力 常数 引 。 
表 5.3 求解 得 函数 氢 合 的 系数 





解 : 











时 间 , 谍 离 , 少 邑人 ， 给 
0.200 0.1960 0.0078 4 0.0016 
0.40 间 0.3785 间 0.12560 0.0236 

0.600 1.7665 0.6359 4 0.1296 

0. 加 0 3.1405 2.0099 2 0.409 6 

1.000 4.9075 4.9075 昌 1.0000 
7.68 嫩 0 1.566 4 








可 用 表 5.3 中 的 慎 求 出 公式 【16) 需 要 的 和 ,这 里 村 =2。 

系数 4 =7.6868071.5664 = 4.9073 ,而 且 可 得 d =4.9073 纪 和 8 = 24 = 9.7146mvg。 

下 面 的 构造 最 小 二 乘 拟 合 曲 线 的 程序 是 计算 稳定 的 ; 当 正 规 方程 式 (10) 是 病态 时 ,可 给 出 
可 靠 解 。 要 求 读 者 用 这 个 程序 开发 用 于 练习 4 到 练习 7 的 算法 。 








程序 5.1( 量 小 二 冬 拟 合 曲 线 ) 根据 下 个 数据 点 (2i ?YY ) (xywyyw) 构 造 最 小 二 飞 
拟 合 曲名 7=4xr+ 吴 





5.1.3 








function [站 ;B] = 1s1inefX, TY) 


甸 TIPULt 一 其 二 S the xn abscisesa Vector 
对 ~ 1S the 1303 Drdinatee wectecTr 
当 Output - ISthe Coefficient cf x inmnaxr + 忆 


名 - 了 1S the constant CoeEtfticient 1naX + 甩 
xmean = mearmfX)j 

Ymearl = meanmf 了]; 

SUmX2 =【 基 - Xanean)#fX_- xmeany 

BUY =《 工 - YImean) xfX- amean]7 1 

羡 = SUITTSYWAStm2 

了 =Ymean 一 及 # Xeani 


最 小 二 乘 拟 合 曲线 的 练习 


在 练习 1 和 练习 2 中 ,根据 给 出 的 数据 点 求 出 最 小 二 乘 拟 合 曲线 y = Flx) = 4x + 5, 并 计 
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算 配 ( 廊 。 
Lo Wo 四 | | Am (9 罗 | 广 [Ka 
| 一 避 了 了 一 站 | 一 广 | = 了. 
一 1 -1 一 昌 - 急 
扣 蜂 一 口 .之 
了 1 ] .之 
































(b) to 和 | 天才 
一 名 6.5| 了 .32 

-2 3.0 了 .名 ] 

站 | 2.2 | 过 .如 

十 | 日 .5 .3 加 

王 国 呈 一 人 .87 


3. 根据 给 出 的 数据 点 , 求 宕 本 数 氢 合 曲线 y = 如 ,并 计算 玉 ( 月 。 其 中 竹 = 1, 它 实际 上 是 
经 过 原点 的 直线 。 





























《ay 起 信 所 姑 】 (天 乔 所 各) (下 | 吃 所 有 
-4 | -了 | -2.8 3 | 16 | 1722 1 | 46| 工 问 
-1| ~1| -0.3 4 | 23.4 | 2296 2 |28| 3.16 
0 | 00 5 | 2.9 | 2.870 3 |47| | 4. 对 
2 1 1.4 6 | 34 | 3.444 4 | 6.4 | 6. 税 
3 2| ?2.1 8 | 4.6 | 4.592 5 | 80 | 7. 


4. 用 下 列表 达 式 定义 点 集 攻 丸 ,rw) 记 ,的 值 zx 和 7y， 
= 方 呈 二 和 7 = 方 袜 和 
证 明 点 (xz,y) 位 于 由 点 集 得 到 的 最 小 二 乘 拟 合 曲线 上 。 
5. 证 明 式 (10) 中 的 方程 组 的 解 为 ; 


1 提 下 
4 = 万 (Wu 一 了 3 
1 yx， 和 由 站 
瑟 = 可 人 有 一 了 > ay 
和 芒 
其 中 
和 下 ， 
咏 = 邦和 > 态 一 ( zx) 
上 晴 


提示 ;对 式 (10) 中 的 方程 组 使 用 高 斯 消 愉 法 。 
6. 证 明 练 习 5 中 的 嘱 非 雷 。 
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提示 ;证明 刀 = NT， (ma -下 
. 证 明 最 小 二 乘 拟 合 曲线 的 系数 4 和 召 可 用 如 下 方法 计算 。 首 先 计 算 练习 4 中 的 平 询 
CD 站 
提示 : 设 到 = 拉 -z 下 = 和 -YY 并 求 直线 Y= 47。 
. 根据 下 列 数据 ,并 使 用 杷 (月 ,求解 笑 函 数 拟 合 曲线 y = dx: 和 y = 瑟 ? ,并 比较 哪 条 昌 


线 更 好 。 
《ay 


~ 


区 














站 5.1 
2.3 ?7.5 
2, 厂 10.6 
了 .9 ]4,4 
了 .了 雪 . 


. 根据 下 列 数据 ,并 使 用 已 (六 ,求解 寡 函 数 拟 合 曲线 y = 4/x 和 y = B/22 ,并 比较 哪 条 曲 
线 更 好 。 


心 


kb) 











10，(a) 推导 求解 y = dx 的 最 小 二 乘 线性 拟 合 的 正规 方程 。 
(b) 推导 求解 最 小 二 乘 千林 数 曲线 拟 合 y = 4xz 的 正规 方程 。 
《c) 推导 求解 最 小 二 乘 扼 物 线 阴 数 曲线 拟 合 y = 4x? + 如 的 正规 方程 。 


- 设 根据 点 集 Sy = 人才 ,( 走 ) ) ] 。，N = 2,3,4,…- 相 造 最 小 二 乘 线 住 拟 合 。 注 意 吕 


中 的 每 个 值 位 于 在 区 间 [0,1] 内 的 曲线 疙 z) = 只 上 。 设 如 和 办 是 给 定数 据点 的 平 
均值 (参见 练习 4)。 用 “表示 在 区 间 [0,1] 内 的 x 的 平均 值 ,用 * 表示 在 区 间 [0,1] 内 
的 头 x) = 痉 的 平均 值 。 
(a) 证 明 lim， .xnw = 
《hb) 证 明 limv.。yr=7y。 

12. 设 根据 下 列 点 集 构造 最 小 二 乘 线性 拟 合 : 


= 人 (44-o) 二 oa) 


其 中 六 =2,3,4，… 设 y= /sx) 为 在 闭 区 间 [ ,器 内 的 可 积分 函数 。 重 新 求解 练习 1 
的 {a 和 (bb)。 


一 
上 一 


5.1.4 ”算法 和 程序 
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1. 库 克 定律 指出 F= 炙 , 其 中 是 拉 伸 弹簧 的 拉力 (单位 为 伪 司 ) ,x 是 拉 舍 的 长 度 (单位 为 
英寸 )。 根 据 下 列 试 验 数据 ,使 用 程序 5.1 求解 拉 伸 常 量 k 的 近似 值 。 





《b) 








2, 根据 下 列 数据 ,使 用 例 5.3 中 的 每 曲线 执 合 ,编写 一 个 程序 求解 重力 常量 ge 


(an 


《的 








时 间 ,和 虎 离 , 必 
0.200 0.1960 
0.400 0.7835 
0.600 1.3630 
0.800 3.1345 
1.000 4.897 








3. 下 列 数 据 给 出 了 9 大 行星 到 太阳 的 上 离 ,以 及 它们 以 天 为 单位 的 恒星 周期 。 











行星 到 未 阳 的 曙 离 (km x 108 ) 恒星 周期 (天 ) 
永 星 57 ,名 87.99 
使 星 108.11 224. 陪 
地 球 149. 弛 365.26 
火星 227 .也 636.98 
木星 778.14 4332.4 
土星 1427.0 10 759 
天 王 星 2870.3 折 64 
海王 星 4499.9 友 188 
复 王 星 5909.0 90710 


修改 问题 2 中 的 程序 ,计算 已 (. 户 ,并 使 用 它 求解 拟 合 : 


《a) 前 4 个 行星 


《b) 所 有 9 个 行星 
的 行星 第 三 运动 定律 的 最 小 二 乘 宕 函数 拟 合 曲线 y = Cx52 。 
-〔(a) 根据 数据 |( xx, 世 ) 和 其 中 必 =(0.1D)# 且 关 = 束 +oofb2), 求 解 最 小 二 乘 线性 


上 


拟 合 。 
(b) 计算 妃 ( 记 。 


《ec) 在 同一 坐标 下 , 画 出 点 集 和 最 小 二 乘 线性 拟 合 曲线 。 
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5.2 曲线 拟 合 


5.2.1 对 7y= ce” 线性 化 方法 
设 给 定点 集 (z 7 fo oawyyw) 求 指数 函数 的 曲线 拟 合 : 


y = Ce 《1) 
第 一 步 是 对 式 (1) 两 边 取 对 数 : 
In(y)= dr+nge) 【21) 
然后 引信 变量 变换 ; 
Y=ln(y), 夺 =x，, 有 =InfC) 《3) 
变量 变换 形成 线性 关系 式 : 
= 4 和 十 思 (4)》 


在 允 平 面 上 的 初始 点 集 (m,)) = (zln(yz )》) 变 换 成 在 XY 平面 上 的 点 集 (六 ,中 )。 这 个 过 程 
称 为 数据 线性 化 。 这 样 可 用 最 小 二 乘 曲线 式 (4) 拟 合 点 集 | 环 ,五 |。 求 解 4 和 有 的 正规 方程 为 ; 


丰 再 育 
(2 丰 4+( 交 = 袜 大 区 
此 = 蕊 = 革 | 


(4 + = 》 思 

求 出 4 和 召 后 , 式 (1 中 的 参数 C 可 用 下 式 计算 : 
人 = 《67》 
例 5.4 根据 5 个 点 (0,1.5),{1,2.5),(2,3.5),(3,5.0] ,4,7.5) ,使 用 数据 线性 化 方法 求解 指 

数 曲 线 拟 合 y= Ce 。 
使 用 变换 公式 (3) 将 初始 点 变 接 成 ， 

下 计 = 101.5), (1 加 (2.5)), (2 加 (3.5))，(3, (5.0)), (407.5))1 《7) 

= 区 0,0.40547),(1,0.91629) ,(2,1.25276), [3,1.60944) ,(4.2.01490) 1 


《5) 


]. 生 =4X+ 电 








0 1 2 3 4 
萎 $.4 变换 后 的 点 集 信 中, 科 计 


这 些 变换 后 的 点 如 图 5.4 所 示 , 并 具有 直线 形式 。 在 图 5.4 中 , 氢 合 式 (7) 中 的 点 的 最 小 
二 磁 曲 钱 了 了 = 4 了 召 为 : ; 
Y=0.391202 和 +0.457367 (8) 
计算 式 (5) 中 正规 方程 系数 的 过 程 如 表 5.4 所 示 。 
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求解 A 和 卫 的 线性 方程 组 (5) 


304 + 108 = 16.300742 
104 + S 呈 =6.198860 


表 5.4 根据 变换 后 的 教 据点 集 求 正规 方程 的 猴 数 
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《9)》 














































至 三 af 2 ) 2 间 关 
0.0 1.5 0 405 465 站 .0 0.000 000 
1.0 2.5 1.0 4.916 291 1.0 人.916 29] 
2.0 3.5 2 人 1.252 763 才 .0 2.505 526 
3.0 3.0 了 .0 1.609 458 9 .1 4,.828 314 
4.0 7.5 2.014 903 16.0 .0 和 12 
.198860= > 全 3 加 0.0= > 于 16.309743 = 下 下 





解 为 4=0.3912023 和 下 = 0.457367。 通 过 计算 可 得 C = eneng ,将 4 和 CC 代入 式 (1) ,可 


得 到 指数 明 线 拟 合 (如 图 5.5 所 示 )》; 


Y =1.57991087 2 (通过 教 据 线性 化 进行 拟 合 ) (10) 





图 5.5 通过 数据 线 任 化 方法 得 到 的 指数 
睛 线 氢 合 y = 1.579910e02tamne 


5.2.2 求解 y = Cex 的 非 线性 最 小 二 猴 法 


设 有 给 定点 集 (x， YY) (xys(xnwyyn) ,需要 拆 合 指数 曲线 : 


7= Ce 
采用 非 线性 最 小 二 乘法 需要 求 下 式 的 最 小 值 ， 
(4C) = ITCet 思 卫 


Ed4,C) 对 4 和 CC 的 偏 导数 分 别 为 ; 


交 
各 = 2 > (Ce 几 -- 才 )Czieta ) 
和 1 


和 : 


呈 8 = 221 (Ce 和) 人 es ) 
今 式 (13) 和 式 (14) 中 偏 导 数 为 零 , 对 其 进行 简化 后 ,可 得 正规 方程: 


用 贞 
人 4 人 4 
加 > wue 4 一 人 we # 二 
大 =】 大 = 1 


(11) 


(12) 


《13) 


(14) 
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cy es 一 ye = 0 (13) 

式 (41S) 中 的 方程 对 于 来 知 数 4 和 CC 是 非 线性 的 ,可 用 牛顿 法 求解 。 这 个 计算 过 程 较为 费 

时 ,而 且 其 中 的 选 代 需要 和 良好 的 4 和 C 的 初始 值 。 许 多 软件 包 有 内 部 的 求 多 变量 天 数 最 小 值 

的 子 程序 ,可 直接 用 来 求解 EC4 ,6C) 的 最 小 值 。 例 如 ,Nelder - Mead 单纯 形 算法 可 直接 用 来 求 
解 式 (12) 的 最 小 值 ,而 不 用 计算 式 (13) 到 式 (15)。 


例 5.5 根据 5 个 教 据点 (0,1.5),(1,2.5),(2,3.5),(3,5.0), 14,7.5), 利 用 最 小 二 乘法 求解 指 
教 拟 合 了 = [er 。 
解 : 
首先 求 解 五 (4,C) 的 最 小 值 , 开 (4，C) 为 : 
玖 (4,C)=(C-1.512+(Ce -2.5)2 HT(Cei -3.3) 
+fCe5 一 5.0)+(Cet4 -了 7.5) 【16) 
使 用 MATLAB 中 的 fnmins 命令 求解 最 小 化 下 (4,C) 后 的 4 和 T 的 近似 值 。 首 先 在 MAT- 
LAB 中 将 瑟 (4,C) 定 义 为 一 个 于 文件 : 
functicn z=Efu) 
RaR=u1); 
C=ul2); 


2z=(e-1.5).2+(C- ep -2.5)2+fcxepn2xa -3.5).2+... 
【Cs# EXP(U3 = 在) 一 5.0) .2+TC yexD(d4x) -7.5). 2 


在 MATLAB 的 命令 窗口 ,使 用 fmins 命令 和 初始 值 &A= 1.0,C=1.0, 可 得 : 


> > ttnsr"a",[11]) 
Il 与 一 
0.38357046980073“.61089952247328 


则 5 个 数据 点 的 曲线 拟 合 为 ; 
7=1,610899e 5 【 非 线性 最 小 二 乘 拟 合 }》 《17) 
对 使 用 数据 线性 化 和 非 线性 最 小 二 缘 法 结果 的 比较 如 表 了 .5 所 示 。 可 看 到 在 系数 上 有 一 
些 和 不同。 根据 插值 法 的 观点 ,在 区 间 [0,4] 内 ,误差 不 超过 2 驳 ( 加 表 5.5 和 图 5.6 所 示 )]。 
如果 数据 中 的 误差 满足 正 态 分 布 , 则 式 (17》 是 更 好 的 选择 。 在 选择 数据 的 范围 外 进行 外 
推 , 则 两 个 解 将 发 数 , 当 *= 10 时 ,误差 增加 到 大 约 蝎 。 
表 5.5 两 个 指数 拟 合 的 比较 























你 仿 ,5799e0-39D0r 1.6109e0.38097* 
0.0 1.5 1.57 史 | 1.6109 
1.0 2.5 2.3363 2.3640 
2.0 3.5 3.4548 3.4692 
3.0 5.0 5.1088 5.0911 
下 7.5 7.5548 7.4713 
5.0 | 一 11.1716 1 站 村 
6.0 16.5202 16.0904 
了 .0 24.4293 23.6130 
号 .0 折 .1250 和 .6527 
多 . 人 .4202 50.8535 
10.0 鸡 , 加 55 了 4.6287 
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80 
60 
40 
20 
0 2 1 和 10 


图 5.6 两 个 指数 曲线 的 图 形 比较 


5.2.3 数据 线性 化 变换 


科学 家 通常 使 用 数据 线性 化 技术 来 拟 合 各 种 曲线 ,如 y = Cet ,y= 4mfx)+ 旦 和 7= 
4/x + 召 。 当 选 定 果 线 后 ,必须 对 变量 找到 一 个 合适 的 变换 , 雇 得 到 线性 表达 式 。 例 如 ,读者 可 
验证 通过 变 若 (与 常量 ) 恋 换 半 = w, 了 =y,e= -14,D= -BA4。yr=Dx+C) 可 变换 成 线 
性 表达 式 了 = 4K + 8。 图 5.7 中 显示 了 多 种 可 能 的 曲线 ,其 他 一 些 变换 如 表 5.6 所 示 。 


表 5.6 在 数据 线性 化 中 的 变量 蔡 换 


























函数 ,y= 大 zx) 线性 化 性 质 , 了 = 习 + 呈 变量 与 常数 的 变化 
y= 妆 +B 7 三 则 一 十 吾 X = 二 玫 =Y 
y=z 7= 全 09)+ 苹 天 = 禾 , 站 = 了 
一 1 = 一旦 
5 人 
7= 二 六 = 如 + 旦 四 一 7- 末 
怖 1 1 1 1 
7 了 4 二 了 = 和 4 人 + 可 是 = 信 了 = 了 
7= 业 Imfxry+ 吾 y=Jntzy+ 呈 下 =lnfx), 了 = 
7= Cr mr=4+lnte) 于 = Y=jn(7) 
夸 = 号 
7 = infy)= din(xz)+ntc) 二 =Jnatx), 了 =Inty) 
C= 时 
y= 【人 十 百 ) Y- 丙 = 性 + 旦 基于- 井 
ya Crxe -六 忆 世 ) = - 记 +RCG) xY=xy=n( 过 | 
四 = 是 ,六 = - 才 
-_ 开 也 
闻 1 + ee 上 (二 -1 = 和 rtc) x=zr=a( 二 - 
C= 所 且 工 是 给 定 的 常数 


200 数 恒 方法 (MATILAB 版 ) 








、_ 


= 。 os = 8 
DC 








; 4 也 ,B-1 y=4inCo+84-2.8- 纪 YInCo+ 且 ds -2 下 = 





才 


本 时 
> + 酝 








J=Cew 4 C= 和 Ce ide-1C-3 DC 4 了 CC 











一 站 一 一 =- 二 2 二 天 一 : 一 一 
了 一 CE -4,5= 二 JeCxer CC=l2, 呈 = 由 入 5.C=20. 4=-2 


图 5.7 在 “数据 线性 化 "中 可 能 使 用 的 曲线 


5.2.4 线性 最 小 二 乘法 


设 有 六 个 数据 点 | ,zj, 并 给 定 开 个 线性 独立 函数 上 (xz)}|。 为 求 好 个 系数 ,使 用 由 
线性 组 合 形成 的 函数 扰 x) :表示 为 : 


成 区 )》 = 27 ex) (18) 
求解 最 小 误差 平方 和 ,表示 为 ， 
有 (clyca，yew) = ota) -9 袜 ((ojta )) -7 (19) 


为 求解 已 的 最 小 值 ， 每 个 偏 导数 必须 为 零 即 apyas =0,i= 1,2,…，, 虹 ) ,这样 可 得 到 如 
下 方程 组 : 


(( 袜 wo)- 四 (pa -0 12 (20) 
交换 式 (20) 中 的 求 和 顺序 ,可 得 一 个 歼 x 虹 线性 方程 组 ， 未 知 数 是 系数 |e 上 , 称 为 正规 方 
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程 : 
立 (UNCaj0a)s = 说 ADy， = (21) 
5.2.5 上 扼 阵 公式 


尽管 (21) 是 一 个 有 虹 个 未 知 数 的 好 阶 线性 方程 组 ,但 将 它 表 示 成 矩阵 形式 可 减少 不必 要 
的 计算 量 。 关 键 是 构造 如 下 撼 阵 严 和 环 ": 
有 (5 六 (20) 人 At 1 | 
万 (22) 户 (axa] 上 六 (aa) ， 
五 = 万 (9 万 Cs3) 记 ( 人 3 





(sw 万 人 xy) 户 (xy) 
万 (5x1) 太 (za) (0 四 态 (ww 
五 -~ 疡 ) sa) 用 1 1 户 an 
本 》 Ca) Cs) 机 Pet ) 
设 五 “和 列 上 矩阵 了 的 乘积 表示 为 : 
(2 (2 矿 (053) 0 (xzr) Y1 
下 = 人 人) 记 上 Ar) 2 (22) 
Ji 31) 方 (za) 23 Am) ww 
式 (22)} 中 乘积 殊 了 的 行 的 元 素 与 趟 (21) 中 列 撼 阵 的 第 个 元 素 相 同 , 即 ; 
(ooy = row; 到 ' 7 7 yi 【23》 
飞 积 玉 中 ,是 一 -个 杂 x 末 答 阵 ; 


(aa (可 ) (站 ) AU (en 


万 (i2) 万 (za) 和 … Ra ) 
Fe 


户 (s1 万 (xo) 万 人 9) 机 记 (1zw) Ca ) 太 () ， | 
下 四 中 位 于 第 ; 行 和 第 7 列 的 元 素 是 式 (21) 中 第 守 行 的 系数 , 即 ; 


他 ;天 (2) (ma) = jz) + 天 aa)+ er FU)FOxn) (24) 


当 扩 很 小 时 ， 有 效 计算 式 (18) 中 最 小 二 乘 系数 的 一 种 方式 是 存储 矩阵 互 ,计算 严 到 和 严 了， 
然后 求解 线性 方程 组 ， 


尼 EC = 五 字 ( 求 解 系数 矩阵 C) 《25) 
5.2.6 多 项 式 拟 合 


当 采 用 前 述 的 方法 使 用 函数 集合 1f (xz) = z! ,索引 值 范围 从 7= 1 到 /= 杂 +1 时 ,函数 
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= 二 ea (260) 
现在 考虑 如 何 求解 最 小 二 乘 殷 物 线 拟 合 ,而 把 扩展 到 更 高 维 的 情况 留 给 读者 研究 。 
定理 5.3[ 最 小 二 科 抛 物 线 拟 合 ) 设 风 zym) 庆 有 站 个 点 , 横 坐 标 蚌 确定 的 。 最 小 二 乘 抛 


物 线 的 系数 表示 为 : 
y= 大 xz)= de 了 + (27) 
求解 4, 呈 ,5C 的 线性 方程 组 为 ; 


{ 呈 4+( 人 )B+TSVmJC = yi (28) 


证 明 : 通过 求 下 面 表达 式 的 最 小 值 可 得 到 4 ,了 , C: 
百 (4, 了 ,CC) =- Ch + Bo Te- 包 六 (29) 


令 仿 导数 35/124 ,3gB/38 ,35/30 为 堆 , 可 得 ， 
3g(4,B,C) 





0 = 34 22 de + Bes +C- 人 名) (2 ) 
站 

0 = 32 人， :C - 2 221(404 + Be +EC- 和 区 《30) 
训 
六 

0- 红 t2O) - ?204 + Be + (0 


利用 加 法 分 配 律 ,可 将 式 (30) 中 的 4, 也 ,C 移 到 求 和 的 外 而 ,因此 得 到 式 (28) 中 的 正规 方程 。 
家 5.7 求解 例 5.6 中 最 小 二 靳 抽 物 线 的 系数 














例 5.6 报 据 4 个 数据 点 ( -3,3),(0,1),(2,1),(4,3) ,求解 最 小 二 乘 气 物 线 。 
解 : 
可 周 表 5.7 中 的 项 计算 线性 方程 组 (28) 中 的 求 和 计算 。 
求解 4、 有、C 的 线性 方程 组 (28]) 表 示 为 : 
3534 + 4 召 +290 =79 
454+29 有 +30 =5 
294+3B+4C =8 
线性 方程 组 的 解 为 4 = 585/ 和 2 ,日 = -631/3278,C = 1394/1639 ,抛物 线 (如 图 5.8 所 示 ) 为 ， 
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5S83 > 631 1394 


= 一 = “ -0. ,85051 
y = 了 补 忆 378x + 1 和 站 .178462x ” -0.1924958 + 日 ,830519 









3 =- 计 BC 











万 
-3 2 1 袜 3 和 


5.8 例 5.6 中 的 最 小 二 磁 抛 物 线 


5.2.7 多项式 摆动 


使 用 最 小 二 乘 多 项 式 拟 合 非 线性 数据 的 方法 具有 吸引 力 。 但 如 果 数 据 不 只 有 冤 项 式 特性 , 则 
求 出 的 曲线 可 能 产生 大 的 振 葛 。 这 种 现象 称 为 多 项 式 摆 动 , 它 在 高 阶 多 项 式 情 况 下 更 容易 发 生 。 
由 于 这 个 原因 ,一 般 很 少 使 用 超过 6 阶 的 多 项 式 ,除非 已 知 所 使 用 的 多 项 式 是 真实 的 多 项 式 。 
例如 ,用 画 数 六 xx) = 1.44/z +0.24x 生成 6 个 数据 点 (0.25,23.1),(1.0,1.68),(1.5， 
1.0) ,2.0.0.84),(2.4,0.826),(5.0,1.2576)。 使 用 曲线 拟 合 得 到 的 最 小 二 蒋 儿 项 式 为 ; 
Pafxz)=22.93 -16.96x +2.$5382 
Paifzy=33.04 一 4 和.5t1x+19.512x2 -2.2962 
Pi =39.92- 中 .93x + 3.39 巡 -17. 生 中 二 1 .680x4 





和 : 

Ptxz)=46.02-118.1x+119.4x2 -57.514 +13. 的 0 一 1.085x5 
这 些 多 项 式 如 图 5.%a) 到 (由 所 示 。 注 意 己 (z), 忆 (xz),Pi(xz) 在 区 间 [2,5] 内 有 较 大 的 摆动 。 尽 管 
Ptx) 经 过 6 个 点 ,但 它 的 拟 合 最 差 。 如 果 必 须 使 用 黎 项 式 拟 合 这 些 数 据 , 则 已 (x) 是 较 好 的 选择 。 





图 5.9 《a) 使 用 亚 (xz) 拟 合 数据 ;(b) 使 用 已 (二 ) 拟 合 数 据 
《ec) 司 用 P (xz) 氢 合 数据 :(9) 使 用 斑 (x) 拟 合 数据 
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下 面 的 程序 使 用 矩阵 中, 它 包 含 式 (18)} 中 的 项 Fa) = 赤 )。 








程序 5.2 〈 最 小 二 梁 多 项 式 拟 各 ) 构 造 妈 阶 最 小 二 乘 多 项 式 : 


2 W-1 有 
甩 ) = el 十 吕 秆 十 国生 十 和 十 Cn 和 


拟 合 N 个 数据 点 并 xy 1 





5.2.8 


Eunection 它 = 18POTwfX, 立 .MD 


名 工 DIPIL 一 时 于 S 七 he 1Xn bseisgsa vecter 
对 - 革 is the 13m OFQinate vector 
对 - 革 1e the Qegree of the Leagst-Squares PoTymnormdaL 


告 OUtPUt -Gaisthe COGEFiciemt 18t EOr the POlyrmcrLal 


了 = LergthfX)， 
也 = zerosfI:M+T); 
了 = Zerost 3,M+T)》i; 


务 了 iTILIT 不 De eoluinrs OF FER 七 Re Tower oOE 区 
for KK=1:M+1 
FJ) =Xe(E 1) 
enmd 
和 辣 6]Ve the 1inear SYStem From (257 
至 = 已 "其 下 3 
吾 = 下 "关于 
已 一 让 ; 
忆 = flipuetc)s 


曲 钱 拟 合 的 练习 


1, 对 下 列 数据 集 ,求解 最 小 二 葬 抛 物 线 Kxz) = 4 + 酌 +C。 


fa) 《hb) 








吾 捧 尖 各 
一 | 15 -3 -1 
_1 也 一 好 
1 1 ] 25 
3 5 3 1 


2. 对 下 列 数据 集 ,求解 最 小 二 乘 抛物 线 六 xs) = 4 + 政 +C。 


(by (ce) 














3. 对 给 定 的 数据 集 ,求解 最 小 二 乘 曲线 : 


(a) 所 和 = Ce” ,使 用 表 5.6 中 的 变量 变换 站 = x, 了 = mn(y) 和 人 =e 来 线性 化 数据 点 。 
(b) /六 x) = Cr ,使 用 表 5.6 中 的 变量 变换 夺 = mn(x), 了 = ln(y) 和 C= oa 来 线性 化 数 
据点 。 

《ec) 使 用 玉 ( 及 判断 哪个 曲线 是 最 佳 拟 合 。 


心 


《mi 


作 
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给 定数 据 集 为 : 


3 3 


1 0.6 
2 1 . 乡 
3 于 
二 了 .各 
S ]2 .后 





. 对 下 面 给 定 的 数据 集 , 求 解 最 小 二 乘 曲线 ， 


( 关 x) = Cee ,使 用 表 $.6 中 的 变量 变换 开 = x, 了 = ln(y) 和 C = 8 线性 化 数据 点 。 
(b) 六 x)=T1(d4x + 如 ) ,使 用 表 5.6 中 的 变量 变换 = * 和 Y= 1/7 线 任 化 数据 点 。 
《e) 使 用 可 ( 门 判断 哪个 明 线 是 最 佳 拟 合 。 





给 定数 据 集 为 : 
3 了 3 
-1 右 .加 
3. 叫 
1 2. 生 7 
2 1.35 
3 如 .和 9 





. 对 下 面 给 定 的 数据 集 ,求解 最 小 二 乘 曲线 ; 


(a) .ALx) = Ce ,使 用 表 5.6 中 的 变量 变换 在 = *, 了 = n(7) 和 C = e 线性 化 数据 点 。 
(b) Kx)=(4x+3) ,使 用 表 5.6 中 的 变量 变换 下 = x 和 了 = 7 呈 线 性 化 数据 点 。 
(ce) 使 用 本 (及 判断 鄂 个 曲线 是 最 佳 拟 合 。 








给 定数 据 集 为 : 
名 全 
和 二 系 拓 
-1 13.45 -1 13 .后 
0  . 3.01 站 ], 宫 
1 0.67 1 如 .得 
了 1 3 从 .15 


. 对 数 人 口 增长 。 当 人 口 已 (所 受 限 于 极 值 二 时 , 它 符 合 对 数 曲 线 , 具 有 形式 已 (站 = 已 


(1+ Ce )。 对 下 列 数据 集 求解 系数 4 和 C, 工 是 已 知 的 。 
(a) (0,200) (1,400) ,(2,650) ,(3,850) (4,950) 和 工 = 1000。 


(hb 0,500) 01,1000) ,(2,1800),(3,2800),(4,3700) 和 工 =5000。 


- 利用 美国 人 口 数据 ,求解 对 数 曲 线 P( 切 ,并 估计 2000 年 时 的 美国 人 口 。 











给 定 人 口 数据 为 ; 
【aa) 设 地 =8x 1 {b) 设 工 =8x 1 

年 上 请 年 引 卫 ; 

1800 5.3 1900 0 了 6.1 

1850 好. 1920 人 106.5 

1900 6.1 1940 村 132.6 

1959 152.3 1960 6 180.7 
1980 8 226.5 
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在 练习 8 到 练习 15 中 ,执行 表 5$5.6 中 的 变量 变换 ,并 对 下 列 每 个 函数 求 出 线性 化 表示 





4 也 

83. 7= 羡 + 召 9 7 一 x+C 
1 过 

10. 7= 到 + 了 YY 了 = 态 
12，y = 4n(x)+ 了 号 13. yy = 人 4 

14.， 7 = (4c + 马 ) 一 行 .7 = Coe - 


16.《〈a) 根据 定理 5.3 中 的 证 明 过 程 ,推导 最 小 二 二 曲 线 所 xz) = 4cos(x) + Bsin(x) 的 正规 
方程 。 
《b) 利用 (时 的 结果 ,对 下 列 数 据 集 求解 最 小 二 乘 曲 线 妃 *) = 4cos(x) + Bsin(x)。 
给 定数 据 集 为 : 








17. 针对 六 个 点 z= 4 如 + 肋 + 的 最 小 二 乘 平 面 (zy7 9 攻 ) (zwyyra) ,可 通过 下 
式 的 最 小 化 得 到 


亚 (4,BC) = 24 + BT 了 
试 推导 正规 方程 


18. 对 下 列 数据 集 求 解 最 小 二 乘 平面 : 
(a) (1,1,7),(1,2;9),(2,1,10),(2,2,11)》 (2,3，12) 
(by (1,2;6) (2,3,7) ,0118) (2,2.8) 72,1.9) 

(cej (3,1, -3), 21 -1),(2,2.0),(1,1,1) ,012,3) 

19. 设 有 如 下 数据 表 : 








当 对 函数 y = DA(x + C) 使 用 变量 变换 蕊 - ‰y 和 = 1/y 后 ,变换 的 最 小 二 乘 拟 合 为 ， 
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-17.719403 
了 二 546617 


当 对 函数 y=L(4x + 吾 ) 使 用 变量 变换 下 =* 和 了 = 1y 后 ,变换 的 最 小 二 乘 拟 合 为 : 
1 
7 二 0.1064253x +0.4987330 


判断 哪个 拟 合 是 更 好 ,说 明 为 什么 其 中 一 个 结果 是 不 合理 的 。 
5.2.9 算法 和 程序 


1. 洛杉矶 郊区 在 11 月 8 日 的 温 庆 记录 如 下 才 所 示 。 共 有 24 个 数据 点 。 
(ai 根据 例 5.5 中 的 处 理 过 程 { 使 用 fmins 命令 ) ,对 给 定 的 数据 集 求解 最 小 二 乘 曲线 
xz) = 4cos( 了 rr) + Csinf Pr)。 
《b) 求 瑟 ( 门 。 
《e) 在 同一 坐标 系 下 画 出 这 些 点 集 和 (a) 得 出 的 最 小 二 乘 曲线 。 



























给 定 温度 记录 表 如 下 : 
时 闻 度 时 

1 白 1 
2 折 2 
3 后 3 
4 研 4 
5 忆 5 
6 妈 5 
? 6 7 
8 6 
9 押 9 
1 多 
1 39 

允 





5.3 样 条 函数 择 值 


对 六 + 个 点 长 各, 思 ) 上 的 多 项 式 揪 值 经 常 不 令 人 满意 。 从 5.2 节 可 知 ,一 个 全 阶 多 项 
式 可 能 有 N - 工 个 相对 极 大 值 和 极 小 值 ,同时 曲线 可 能 会 摆动 以 经 过 这 些 点 。 另 一 个 方法 是 
将 图 形 分 段 ,每 段 为 一 个 低 阶 多 项 式 3 (xz) ,并 在 相 邻 点 ( 立 , 关 ) 和 (二 放 ，) 之 间 进 行 插值 
《如 图 5.10 所 示 )。 








(0 
-十 一 人 一 一 一 一 十 一 一 下 -一 工 
加 加 于 基 k+1 1 


图 5.10 分 段 多 项 式 插值 


Te 
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贾 个 相 邻 的 曲线 部 分 一 SCxz) 和 二 1 (xz ) 分 别 位 于 区 向 [z 各 ] 和 [和 , 刀 :2], 并 
经 过 共同 的 结 点 (lmot)j(xs yy ye)。 曲线 的 这 两 部 分 在 结 点 (mi 和 1 处 连接 在 一 起 , 而且 
一 数 集 台 {13 (zx 外 形成 一 个 分 段 多 项 式 曲线 ,表示 为 8(x)。 
5.3.1 分 段 线性 捅 值 


最 简单 的 多 项 式 是 一 阶 多 项 式 , 即 经 过 各 点 的 多 项 式 路 径 是 由 包含 各 点 的 直线 段 组 成 。 
4.3 节 的 拉 格 斋 日 多 项 式 可 用 来 表示 分 段 线性 曲线 ， 








SCx) = 入 Eee 二 和 ie 一 和 项 和 沽 委 区 1 《了 
得 到 的 曲线 看 起 来 像 折线 (如 图 5.11 所 示 )。 


《 训 







人 Co-p) 





(0 
人 
二 一 一 二 | 一 下 一 一 下 一直 一 并 
区 而 如 区 嫩 To 各 


5.11 分 段 线性 播 值 ( 钱 作 样 条 曲线 ) 


如 果 利 用 线段 点 的 斜率 公式 ,可 得 到 一 个 等 价 的 表达 式 ; 
号 (= 和 二 帮 (一 你 ) 

其 中 必 = (一 和 JAeT 一 二 )。 得 到 的 线性 样 条 函数 可 表示 为 如 下 形式 ， 
yo+a(z 一 20) x 在 [ xx] 内 
入 十 本 (一 2 x 在 [xi ,xa] 内 

5 和 拓 十 配合 x 在 [zx ,xi 内 人 2 


ynw_-1 二 全 -1(x 一 Hi) 区 在 [ww_， ,sj 内 
对 于 显 式 计 算 S(x), 式 (2) 的 形式 优 于 式 (1)。 这 里 假设 横 坐 标 按 o < 和 < < < 
排序 。 对 于 一 个 固定 值 * ,通过 连续 计算 差 值 * - sl ，…,* 一生 ,xz- 怀 ,直到 有 + 是 满足 ，- 
ri<0 的 最 小 整数 ,可 找到 包含 * 的 区 间 [ xs, xs, ]。 因 此 可 找到 1, 满足 xs < xxx，, 且 样 
条 函数 S(x) 的 值 表示 为 ， 
SCx= (zi= 人 二 二 ( 人 一直) 短 生 天 乓 3 (3) 
这 些 技术 可 扩 晨 到 更 高 阶 的 多 项 式 。 例 如 ,如 果 给 定 奇 数 个 点 zz ,…,，, 则 可 对 每 
个 了 区 间 [ sx， xzt+z]( 丰 = 0,I,…， 末 -1), 构 造 一 个 分 段 二 次 多 项 式 。 采 用 一 次 多 项 式样 条 的 
一 个 缺点 是 在 偶数 点 xx 处 的 尚 率 变化 很 大 ,这 可 能 导致 曲线 出 现 非 期 望 的 弯曲 或 畸变 。 二 次 
样 条 曲线 的 二 阶 导 数 在 偶数 点 不 连续 。 如 果 利 用 分 段 三 次 多 项 式 , 则 一 阶 导数 和 一 阶 导 数 都 
连续 。 
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5.3.2 分 段 三 次 样 条 曲线 


数据 集 进 行 多 项 式 曲线 拟 合 在 CAD .CAM 和 计算 机 图 形 系 统 中 有 许多 应 用 。 操 作者 希望 
画 出 没有 误差 的 经 过 数据 点 的 光滑 曲线 。 传 统 上 ,一 般 使 用 曲线 板 或 设计 师 的 样 条 主观 地 画 
出 曲线 ,只 要 目测 时 觉得 光滑 就 行 。 从 数学 和 度 上 分 析 ,在 每 个 区 间 [ xx, ] 可 构造 一 个 三 
次 函数 ,使 得 分 段 曲 线 了 = SCx) 和 它 的 一 阶 导 数 利 二 阶 导数 在 更 大 的 区 间 [xo, my ] 内 连续 。 
S “xz) 的 连续 性 意味 着 曲线 7 = S(z) 没 有 急 弯 。3"(x) 的 连续 性 意味 着 每 点 的 时 率 半径 有 定 
多。 
定义 5.1{ 三 次 样 条 播 值 ) 设 | ,办 ) 拉 有 让 +T 个 点 ,其 中 心 = 和 < < < =。 如果 
存在 太 个 三 次 志 项 式 & (xz) ,系数 为 wosiys vs， 满足 如 下 性 质 ， 

.SCz)= Si(x)= so+ 5 一 二 

YX 和 [和 有 且 下 =0,1,A-1 


.SCxse)y = 外， 下 三 01 

下 .SCxssy》= Si(xxsi)， =0,1 -2 
机 .3 (= 下 =0,1,…, 放 -2 
和 天 = 属 ,1 一 2 


则 称 函 数 S(xz) 为 三 次 样 条 函数 。 


性 质 工 描述 了 由 分 段 三 次 多 项 式 构成 的 S(*)。 性 质 了 描述 了 对 给 定数 据点 集 的 分 段 三 
次 插值 。 人 性 质 亚 和 住 质 也 是 保证 分 段 三 次 多 项 式 函 数 是 一 个 光滑 连续 函数 。 人 性 质保 证 函 
数 的 二 阶 导数 也 是 连续 的 。 


5.3.3 三 次 样 条 的 存在 性 


是 否 可 能 构造 一 个 三 次 样 条 满足 性 质 工 到 性 质 V? 每 个 三 次 多 项 式 % (x) 有 四 个 未 知 常 
数 (seo srt sz 和 sks), 因 此 需要 求解 4 个 系数 。 换 言 之 ,要 确定 4 个 自由 度 或 条 件 ,数据 
点 提供 了 六 +1 个 条 件 , 作 质 亚 、 性 质 了 和 性 质 Y 每 个 提供 了 六 -工人 个 条 件 ,总 共 确 定 了 w+1 
+37-1) =47w-2 个 条 件 。 这 样 鲁 下 了 两 个 自由 度 。 可 称 之 为 端点 约束 ;它们 包括 在 点 30 
和 xw 处 的 导数 3S xz) 或 9"(x) ,在 下 面 将 会 讨论 。 现在 析 造 三 次 样 条 。 

由 于 Sx) 是 分 段 三 次 多 项 式 , 它 的 二 阶 导数 8%(x) 在 区 间 [ mm ,wy ] 内 是 分 段 线 性 的 。 根 
据 线性 拉 格 妆 日 播 值 ,$?(x*) = 3S%(z) 可 表示 为 ; 








(9 3 各) 一 六 本 十 3 (5 一 玫 (4) 
用 本 = 史 (e) mail= 呈 (xs 和 外 = 和 1 一 可 得 ;: 
54)= 天 (x+ 人 (和 (5) 


其 中 由 过 4 和 人 首 =0,1, ,六 -1。 将 式 9] 积分 两 次 ,会 引信 卫 个 各 分 基数 并 和 到 人 下 到 
式 : 





丽 
St 人 (x) = 可 (xs 汪 记 十 + 二 Rs 一 2) 二 可 (一 3 (6) 
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将 4 和 和 十 | 代 人 式 (6) 中 ,并 使 用 值 3 和 二 SS 全) 和 + 二 SC } 可 分 别 得 到 包含 下 
和 中 的 方程 : 


JE+1 


和 = 全 居士 可 和 和 ,+ = 6 有 十 (7) 


求解 这 两 个 方程 可 容易 得 出 六 和 双 ,而 且 将 这 些 值 代 入 式 (6 中 ,可 得 到 如 下 的 三 次 多 项 式 方 
程 ， 





了 1 


SO= -本 (一 入 (8) 
失 。1R 条 1 
人 
需要 注意 表达 式 (8) 可 简化 为 只 包含 未 知 系 数 |mej 的 形式 。 为 求解 这 些 值 , 必 须 使 用 式 
(8) 的 导数 , 即 : 














SA(= 一 王 ( 人 (za (9) 
放 It Ye 7 和 
-( 关 - 6 )， 页 机 
在 xx 处 计算 式 (9) ,并 简化 结果 可 得 到 ， 
SC 名) = - 孚 六 - 二 各 十 本， 从 = 人 《10) 
同 理 ,在 式 (9] 中 用 天 -上 代替 天 得 到 $ - ix)] ,并 计算 在 x 处 的 解 为 ; 
Sa) = 2 好 有 - 二 一 二 和 1 十， {IT) 
现在 利用 性 质 和 式 (10) 和 式 (1 得 到 外 人 mx-iy mx 和 mu 的 重要 关系 式 : 
入- 二 2 二 -1 二) my 下 【127) 


其 中 和 = 三 (人 一 本 1, 天 =12 一 1。 
5.3.4 构造 三 次 样 条 


式 (12) 中 的 未 知 数 是 要 求 的 值 | ms 十 而且 其 他 的 项 可 通过 数据 点 集 1(x,, 记 针 进行 简单 
的 数学 计算 得 到 的 常量 。 因 此 , 式 (12) 是 一 个 包 售 六 +I 个 未 知 数 . 具 有  - ! 个 线性 方程 的 
不 定 方程 组 。 所 以 需要 另外 两 个 方程 组 才能 求解 。 可 通过 它们 消去 第 一 个 方程 中 的 m。 和 第 
六 -1 个 方程 中 的 mv。 针对 端点 约 东 的 标准 策略 如 表 5.8 所 示 。 


吕 5.8 针对 三 次 样 条 的 谢 点 约束 





策 略 横 述 





包含 ma 和 mw 的 方 焉 





了 ， mi 
( 压 紧 三 次 样 条 ,确定 35(x) ,sx ) mo=( 四 -3 (0zo))- 


《如 果 导 数 已 知 ,这 是 “最 佳 选 择 ”) mw =13(s， CD)- 史 - 1 
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( 续 表 ) 
策 略 朱 述 包含 mo 和 mr 的 方程 
{ 了 1)Natural 三 次 样 条 (一 个 “* 松 驰 曲 线 ”) | mo =D,mnw =0 
上 omma 一 hh 
mo=m 
《加 ) 外 推 5 “5 到 端点 有 Cam -ma 
my = my-i + 
fiw18"fs) 是 莫 近 端点 的 常量 md 二 到 L5mnw 二 PN_1 
(7) 在 每 个 端点 处 确定 S“fx) m0 = Sa30)mw=Sfsw] 








设 采 用 表 5.8 中 的 策略 (*) 。 如 果 给 定 mo, 则 可 计算 出 各 mo ,而 且 式 (12) 的 第 一 个 方程 
{ 当 天 =1 工 时) 为: 


2 8 + 页] mat 十 丰 is 一 下 | 一 站 man 《13》 

同 理 , 如 果 给 定 mw, 则 可 计算 出 各 -mw 而 且 式 (12) 的 最 后 一 个 方程 ( 当 上 = 六 -1 时 ) 为 : 
玫 y 37Ew -2 十 了 (下 2 二 站 mi 一 《14) 
式 {13) 和 式 (14) 结 合式 (12) ,其 中 上 = 2,3,…… 丰 -2, 可 形成 包含 系数 mi ,ma ,mw 的 户 - 


1 阶 线性 方程 组 。 
如 果 不 管 在 表 5.8 中 选择 的 特定 策略 ,可 重 汪 式 (12) 中 的 方程 1 到 方程 w - 1 ,得 到 一 个 
包含 mma，…… my 的 三 角 线性 方程 组 ED = ,表示 为 ， 


el 形 1 人 

人 1 下。 Ca Pa 32 
=| : (15) 

anw-3 和 va eva| mw- 2w-2 

Gw_-2 和 -JLmw-l bw-1 


式 (15) 中 的 线性 方程 组 具有 严格 对 角 优 势 ,并 有 惟一 解 ( 细 节 参 见 第 3 章 )。 当 得 到 系数 
# mm } 后 ,可 利用 如 下 公式 计算 So) 的 样 条 系数 fs ,中 : 


天 2784 十 my 1 ) 
0 二 = 下 一 一 一 一 
， 站 ， 站 (16》 
3 34:3 一 一 人 
为 了 更 有 效 地 计算 ,每 个 三 次 狗 项 式 S,(x) 可 表示 成 黎 套 乘 的 形 起 
(3X) = 《8 人 十 总 四 有 + 中 扩 十 轴 ， 雪 二 革 和 《17) 


这 里 So 在 区 间 六 过 * 过 内 ,内 使 用 。 

结合 表 5.8 中 策略 的 式 (12) 可 用 来 构造 在 端点 处 有 特殊 性 质 的 三 次 样 条 。 特别 是 表 5.8 
中 的 mo 和 mw 可 用 来 定制 式 (12) 中 的 第 一 个 和 最 后 一 个 方 径 , 并 形成 式 {159) 中 的 w -1 阶 方 
程 组 。 然 后 可 求解 对 角 方 程 组 的 系数 下 ,mm ,… ,my ，。 最 后 用 式 (16) 中 的 公式 求 出 样 条 系 
数 。 下 面 指出 了 对 不 同类 型 的 样 条 如 何 构造 方程 组 。 
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5.3.5 端点 约束 

下 面 的 5 全 引 理 说 明了 对 表 5$.8 中 的 不 同 蜂 点 约束 ,要 求解 的 三 角 线 性 方程 组 的 形式 。 
引 理 5.1( 压 紧 (Clamped) 样 条 }) 存在 惟一 的 三 次 样 条 曲线 ,其 一 阶 导 数 的 边界 条 件 是 8 fc) 
二 他 和 辣 “二 一 人 we 

证 明 : 求解 下 列 线性 方程 组 : 

( 误 + 2 有 mi + 下 = 3( 机 -oo)) 
下 1 mk-1 十 2R 本 各 十 下 ma 三 gk 下 = 23 7 一 了 
Rn zw-z + (28w 2 十 洒 -i)mwr = Enw-1 一 303S (xp -而 -1) 


注 : 压 紧 样 条 在 端点 有 斜率 。 从 可 视 化 的 角 麻 分析, 当 双 软 有 弹性 的 木 杆 用 外 力 使 其 经 过 
数据 点 ,而 且 木 杆 在 端点 处 被 详 紧 时 ,得 到 的 曲线 为 压 紧 样 条 。 这 样 的 样 条 能 够 为 需要 绘制 经 
过 老 个 点 光 请 曲线 的 绘图 员 提供 帮助 。 

引 还 5.2[ 自 然 LNatural) 样 条 } 存在 惟一 的 三 次 样 条 曲线 , 它 的 自由 边界 条 件 是 $*(a) = 
和 87(p)=0。 
证 明 : 求解 下 列 线性 方程 组 ; 
2 上 由 了 2， 二 起 ms 一 也 
刺耳 下 = 33 
Pr-z7mw-2 + 2 2 十 下 r Jpaw il = Miw-1 

注 :自然 样 条 是 柔软 有 弹性 的 木 杆 经 过 所 有 数据 点 形成 的 曲线 ,但 让 端点 的 斜率 自由 地 在 
某 一 位 置 保持 平衡 ,使 得 册 线 的 播 摆 行 为 最 小 。 它 对 有 铬 位 有 效 数字 精度 前 试验 数据 进行 曲 
线 拟 合 时 很 有 用 。 

引 理 5.3( 外 推 {Extrapolated) 样 条 ) 存在 惟一 的 三 次 样 条 曲线 ,其 中 通过 对 点 汪 和 加 进行 外 
推 得 到 号 @) 9 同时 通过 对 点 *w_1 和 ww_z 进 行 外 稚 得 到 总 “()。 
证 明 : 求解 下 列 线性 方程 组 ， 
人 32 十 旬 到 | 十 (5 一 名 Pa 二 
和 -Tt 二 2 一 下 站 二 23 








| ar 一 ja ] 了 wz 十 (2pv 十 马 有 -1 二 全 阴 A-1 二 -1 
注 : 外 推 样 条 等 价 于 端点 处 的 三 次 多 项 式 曲线 是 相 邻 三 次 多 项 式 曲线 的 扩展 形成 的 样 条 ， 
也 就 是 说 , 样 条 曲线 在 区 间 [ zxo, zz ] 内 形成 单个 三 次 多 项 式 更 线 , 同 时 在 区 间 [x，，, ”，] 内 形成 
另 一 个 三 次 多 项 式 曲线 。 


引 理 5.4[ 抛 物 线 终结 {( Parabolieally Temnninated]j 样 条 ] 存在 惟一 的 三 次 样 条 曲线 ,其 中 在 区 
闻 {x ,zx ] 内 有 “=0, 而 在 区 间 [x，， 2 内 SS ”=0。 
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证 明 ; 求解 下 列 线性 方程 组 : 
《了 天 0 十 2 呈 ) 7 十 玉 ) 有 ?2 一 下 1 
记 Ts 十 2 和 下 = 223， 下 一 之 


严 w_2z mw-z 十 《2 3 十 3 yw 二 吕 w-1 


注 : 在 区 间 [ xo,xij 内 SS?(xz)=0, 使 得 二 次 多 项 式 夺 线 退 化 为 二 次 多 项 式 曲线 , 同 时 在 区 
个 [xvw ,xu 内 电 发 生 了 同 举 的 情况 。 


引 理 5.5([ 端 点 昌 率 调整 [End - point Curvatare - aqjustedj 样 条 ) 存在 惟一 的 三 次 样 条 曲线 ， 
其 中 二 阶 导数 的 边界 条 件 S*(a) 和 8$7(5) 是 确定 的 。 
证 明 : 求解 下 列 线 性 方程 组 ， 
2480 + 下 二 下 丙 = 一 (5 
站 PT 二 2 下 二 23 


有 iv amw ys + 2( 严 w -2 十 jy mw = Mn 一 克 r 8 (xnw) 
注 : 通 过 对 S“(a) 和 387?(5) 赋 值 ,可 调整 每 个 端点 的 曲率 。 


下 面 的 5 个 例子 显示 了 不 同样 条 的 行为 。 通 过 混合 端点 条 件 可 得 到 更 多 的 样 条 形式 ,这 
留 给 读者 进行 研究 。 
例 5.7 求 压 紧 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 (0,0),(1,0.5),(2,2.0),(3,1.5) ,而且 一 阶 导 数 的 边界 
条 侍 为 80)=0.2 和 353.(3)= -1。 
解 ; 
首先 计算 下 面 的 值 : 
下 一 真一 此 :二 了 
如 =(r -om)/i=(05-0.0)71=0.5 
di =(m-7i=(2.0-0.3)71=1.5 
中 =(- 轨 /有 =(1.5-2.0)7L= -0.5 
=6( 中 -看 )=6(1.5-0.5)=6.0 
ta= 区 中 -人 =6(-05-1.3)= -12.0 
然后 利用 引 理 5.1 得 到 如 下 方程 组 : 
(去 +m+m=6.0-3(00.5-0.2)=5.1 
mit+|(2+ 导 ]m= -12.0-3(-1.0-(-0.5))= -10.5 
将 上 述 方程 组 进行 简化 并 表示 成 矩阵 形式 ,可 得 到 ; 
3.5 1.01Tm 了 .1 
1.0 3 下 -| 0 
直接 通过 计算 可 得 到 方程 组 的 解 mm =2.25 和 ms = -3.72。 现 在 将 它们 代入 表 58 的 (i) 
中 的 方程 组 ,以 求解 系数 me 和 ms: 
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mu =3(0.5-0.2) -人 = -0.36 


一 .12 
之 


接 下 来 ,可 求 出 mi = -0.36,mi =2.25,ms = -3.72,mi =0.36, 并 将 它们 代入 式 (16) 求 解 
样 条 系数 。 结 果 为 : 
80) =0. 咎 妇 -0.18 姑 +0.2x， 1 





ms =3( -1.0+0.5) - = 站 .36 


| 
SCx)J= -1.04x -1 +1.26(xy -112+1.28(x -13+0.5，1 二 xx 二 2 {18) 
Si (xf)=0.68(z -2 -1.86(s -2 10 后 (rr -2+2.0， 2 二 去 3 


压 紧 三 次 样 条 如 图 5.12 所 示 。 


例 5.8 求 自 然 三 决 样 条 曲线 ,经 过 点 (0,0.0), (1,0.5),(2,2.0)，(3,1.5)， 且 自由 边界 条 件 为 
S?fxz)=0 和 3S7(3) =0。 


便 用 例 本 .7 中 计划 出 的 值 和 | | 可 ,根据 引 理 .2 可 得 方程 ， 
2f(1+ 四 + mm = 有 .0 
mi+201+1)m= 一 12.0 


， ， 6 
| 4 上 -| 0 


可 容易 束 出 由 =2.4 和 mm = -3.6。 由 于 mo= 人 (0) =0 和 站 = 史 (3)=0, 所 以 使 用 式 


线性 方程 组 的 趣 阵 形式 为 : 


(16) 求 解 样 条 系 教 的 结果 为 : 
Sofxzy=0.4xzs 10.1x， 0<x<si 
SCxz)= -( 人 (x+1.207--12+130-1)+0.S， 1<x 六 2 (19) 
Sa(x)=0.6(r -2 -1.8(r-272+0.7(x -2)+2.0， 2<x 二 3 


自然 三 次 样 条 曲线 如 图 5.13 所 示 。 





并 
95 0 15 20 25 30 


图 5.12 压 紧 三 次 样 条 ,边界 条 件 为 
S 0) =02 和 宁 (3)= -1! 


世 
05 10 1 20 35 3.0 


图 5.13 自然 三 次 样 条 ,边界 条 件 为 
3"(0)=0 和 53523)=0 


例 5.9 求 外 推 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 (0,;0.0],f1;0.5) (2,2.0),(3,1.5)。 
使 用 全 5.7 中 的 值 | 大 | 到 | 和 | 如 } 并 根据 引 理 $.3, 可 得 线性 方程 组 : 
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(3+2+17m+(i-1l)mo=6.0 
(1-J)mi+(2+3+l)mz= 一 12.0 


[sj 
可 未 出 解 为 ml =1.0 和 ma = -2.0。 现 在 将 它们 代入 表 5.8 的 《这 》 中 的 方程 组 ,并 计算 


mo 和 人 3 


其 天 阵 形式 为 : 


mo=1l.0-(-2.0-1.0)=4.0 
my = -2.0+(-2.0-1.0)= -5.0 
最 后 将 | ms 代入 式 (16) 求 解 样 条 系数 可 得 ; 


Sufz) = 一 0.5 和 +2.002 一 X， 1 之 x 妆 1 
Si(xzJ)= -0.5(x -1 +0.5(x 12+1.S0z -1+0.5，1<x<2 20) 
So(x)= -0.5(x -2 -(5-2)24(x-2)+2.0， 2<x 扫 3 
外 推 三 次 样 条 沿线 如 图 5.14 所 示 。 
卫 
了 日 
1.5 
1.0 





10 15 30 了 SS 30 7 
图 5.14 外 推 三 次 样 条 曲线 
例 5.10 求 掀 物 线 终结 样 条 曲线 ,经 过 点 (0,0.0),(1,0.5),(2,2.0),(3.1.5)。 


使 用 例 5.7 中 的 值 1 让 | dj 和 1 时 根据 引 理 5.4 可 得 ; 
(3+2)m + ma = 看 .f 
mi+(2+3)no= 一 人 12.0 


[oa 


可 得 到 结果 为 mi =1.75 和 m; = -2.75。 由 于 在 每 个 端点 的 子 区 间 内 3 tt) EN0, 根 据 表 
5.8 (iv) 中 的 方程 组 ,可 得 mo=hi =1.33 和 mm = mm = -2.75。 然后 将 | mei 的 值 代 入 式 
《16) 可 得 : 


Sofx) =0.875x 一 .375x ， 0 过 * 生 1 
SCz= -0.75(z 一 1] +0.875(z -1)+1.375(z -1)+0.5， 1<x 近 2 《21) 
Sakx]= -1.375(x 一 2 +0.87Sfa ~- 2) 12.0， 2<x< 生 3 


扼 物 线 终结 样 条 曲线 如 图 5.15 所 示 。 
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例 5.11 求 端 点 曲率 调整 样 条 曲线 ,经 过 点 (0,0.0],(1,0.5)， (2,2.0)，(3,1.5) ,而 且 二 阶 导 
数 边 界 条 件 $S"f0) = -0.3 和 87(3) =3.3。 
使 用 鲁 5.7 中 揭 值 [ 丙 | | 到 | 和 1 让 并 根据 引 理 5.5 可 得 : 
2f1+1]m+mai=60-( -0.3)=6.3 
mi +2f1+ 了 ma = -12.0-(3.3) = -15.3 


4.0 1.01T mn 6.3 
| | 本 
方程 组 的 解 为 站 =2.7 和 mm = -4.5。 
报 据 边界 条 件 可 得 mo = 8 (0) = -0.3 和 mi = 8(3)=3.3。 允 ] ml 的 值 代 入 式 (167 可 
得 : 


其 答 阵 形式 为 : 


Sofx) =0.523 一 0.1522 +0.1Sx ， 0s<xsl 

SCx)= 一 120x-12+1.350xz -172+1.350x 1)+0.5， 1<* 反 2 (22) 
Sa4xz)=1.347 一 2 -2.250r -2)410.450xz -2)+2.0， 2<x 反 3 

端点 曲率 调整 样 条 曲线 如 图 5.16 所 示 。 

卫 出 

20 2.0 

1.5 1.5 

1.0 1.0 








下 业 业 ee 业 1 于 
05 10 13 20 25 30 05 10 153 20 25 3.0 


圈 $.15 抛物 线 终结 样 条 由 线 图 5.16 端点 曲率 调整 样 条 曲线 ,满足 
StO)= -0.3 和 SS?(3)7=3.3 


5.3.6 三 次 样 条 曲线 的 适宜 性 


样 条 曲线 的 实用 性 在 于 它们 具有 的 摆动 行为 极 小 。 因 此 ,所 有 的 函数 屹 *) 在 区 间 [a ,8] 
内 二 次 连续 可 微 , 同 时 经 过 给 定 的 数据 点 集 |x ,办 |。, 而 且 三 次 样 条 曲线 的 摆动 相对 较 小 。 
下 面 的 结论 解释 了 这 一 现象 。 


定理 5.4{ 三 次 样 条 曲线 的 极 小 性 质 ) 设 FE 习 [ae, 引 , 且 S(x) 是 惧 一 经 过 点 jx ， 


大 sr))jeo 的 函数 无 x) 的 三 次 样 条 插值 曲线 ,并 且 满足 夹 紧 端点 条 件 8 (ae) = /(o] 和 Sb 
= 《5) ,网 : 


Teo7a < | roDju (23) 
证 明 : 利用 分 部 积分 法 并 根据 端点 条 件 可 得 ， 
「s (z)((z) - 闻 (x)) 大 
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= or _ St))w 


= 闻 ( 和 人 三 扩 和) 一 | _ 
-0- 0 -| soUts) Sr))a 


由 于 在 子 区 间 [x， ,2 内 ， 他 《5 三 093 ,所 以 可 推导 出 ， 


DUO -So)ae = 6SesCaD - S() : -0 


其 中 下 =0,1 0 N_1。 因此 | S(oC"(z) _ yy(o) 上 < 0 ,而 且 可 推导 出 : 


和 soD7om = [soPa (24) 

由 于 0<(P"(z) - Se(z))2 ,我 们 可 得 到 积分 关系 : 
0 < Cr(e) - (zj 
= | wo)ar - ?| /os(oant 「 soo7a (25) 

现在 将 式 (24) 的 结果 代入 式 (25) 可 得 : 

o< | wo- 站 seoDpa 
重 写 上 式 则 可 容易 得 到 关系 式 (23) ,定理 得 证 。 
下 面 的 程序 构造 了 一 个 根据 数据 点 1(x ,六 ?人 。 的 压 紧 三 次 样 条 插值 。 输 出 矩阵 $ 的 第 


下 -工行 是 Si(x) ,其 中 上 =0,1,……w-1 的 按 降 序 排列 的 系数 。 在 练习 中 ,读者 要 根据 其 他 如 
表 5.8 中 和 引 理 5.2 到 引 理 5.5 中 描述 的 端点 条 件 ,修改 下 面 的 程序 。 








程序 5.3{ 压 紧 三 次 样 条 曲线 } 根据 六 +1 个 点 |(o ,六 这。 中 构造 并 计算 夹 紧 三 次 
样 条 播 值 





function 3S= CsEitftX. ,dxn0,dormy 


千 IFHDUL 一 其 了 8 十 he TXmn absciessa Vector 

千 一 革 18 the 1xmn ordinate Vector 

革 - gx0= S (x0) first aerivative boundary conditien 
多 - gm= 3” (xm firet aerivative boungary condition 
多 CutPputr - S:rows bf 3 are +he Coefficients, in 人 Sceneaimn 可 

针 Crder teor the cubjiec interBpolarnt 乌 

配 = 1engtph(Xy - 1; 

了 = GiftEfX); 

D= aifffY).7H; 

斑 =H(2:N-1)i 

B=2#fHI:N-I) +HC2:N)); 

C=H(2:N); 


U= 下 # 吕 IEED) ; 

上 CTLaDeG SRJIIne cndpoint comnstraznts 
B(1)=BCL) -HCLJA2， 

TIKL) = UL)7 一 xDT) -ex0)i 
BtHU-1)=BIN-1) -HIN)y72; 
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UNW-1)7=UN-1L) -3xfdn-DN) 7 
fork=2:N -1 
temp=R(K-1L)XE(CK-I)i 
BCK) = RCIK) 一 tempxCrK- 工 )i 
UK = UK -kempxIIK-I); 
全 已 
MINJ=UCN-1L)ABN-1) 
tor KK= 的 -2 一 1:1 
MK+1)7 = (UK -CCfky MKE+)JABCK); 
ED 马 
MC1)=3x(fDt1) - exo)AR(L) 一 NEC2)72i 
M(N+1)=3x(famn -DON))AHCN) -MON)72; 
for K=0: 本 -1 
8SfK+1,1) =(MK+27》-MOK+1)A6%HCIKTT))》; 
SOk+1,2) =M(K+1)72; 
SOK+1,3)=DIK+1) -HK+1I7xf2xMK+1L7+MK+277765 
SfK+1)47=YCK+1T]i 
end 


例 5.12 来 解压 紧 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 (0,0.0),(1,0.5),(2,2.0),(3,1.5) ,而 且 一 阶 导数 
边界 条 件 宁 (0) =0.2 和 8f3)= -1。 


在 MATIAB 中 进行 计算 : 


> >X=[0 1 2 3]iY=[0 0.5 2.0 1.5]yrdx0 =0.2;dam= -1; 
> > 总 = CSsEitfX,Y,dxoyedony) 
名 二 

0.4900 -0.18000.2000 0 

-1.0400 1.2600 1.2800 0.5000 

0,.6800 -1.86000.6800 2.0000 


妥 注 意 S 中行 的 元 素 是 例 5.7 中 式 (18) 对 应 方程 的 系数 。 下 面 的 命令 显示 了 如 何 使 用 
Polyva] 命 令 画 出 三 次 样 条 插值 。 产 生 的 图 与 图 5.12 相同 。 命 令 如 下 ; 


> > 世 = 03:.01:1;y1 = polyval(8(1,:),xl- x(1)) 
> >32=1:.01:31372= Polyval(8(2，:)，x2 -X(2)); 
> >X3=233.01:34y3 = PoplywvalfS(3 :xx3 一 X(37)3 
> >BIoE(XL,Y1,X2 72:5X3，y3,K7，，) 


5.3.7 样 条 函数 插值 的 练习 


1. 设 有 多 项 式 S(z) = ao+ @X 上 +ow2 aa%3a 
(a) 证 明 根 据 条 件 S(1) = 1,8(1) =0,8(2) =2,S (2) =0 可 得 到 如 下 方程 组 : 
0 二 QI 二 32+G3 1] 
Il 二 2as+3e3 =0 
0 十 24 +4aa +8ai =2 
@l +4e2 + 1263 二 站 
(b) 求解 (a 中 的 方程 组 ,并 根据 结果 画 出 三 次 多 项 式 曲线 。 
2. 设 有 多项式 8(x) = aoT 全 环 ao 和 二 4。 


3. 
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(ay 证 明 根 据 条 件 SC(1) =3,S 01) = -4,5(2) = 1,S 42) =0 可 得 到 如 下 方程 组 : ， 


an+el+ea aa 一 3 
ai +2as 二 3o = 一 卫 
an +2al +4as+g8d= 1 


位 1 十 二 G2 十 T2a3 一 2 


(hb) 求解 (a) 中 的 方程 组 ,并 根据 结果 画 出 三 次 冤 项 式 曲线 。 
浏 断 下 列 娜 些 函 数 是 三 次 样 条 。 提 示 :函数 护 x) 是 否 满足 定义 5.1 中 的 5 个 性 质 ? 
19_81， 1 5 





2 
于 一 本 十 15 1 之 世 过 2 
(9) 帮 = -77 207 11 
- + 本 和 2 和 十 本 和 2 去 Y 扫 3 
(6 ay- 全 2 24x 上 + 18 达 一 4x3 1< 关 之 2 
作 “ 科 +32x 一 30 科 二 43 2<xs3 
18 一 宁 + 26z -了 时 1<x 过 2 
(cj 天 Y) = 
40 + 2<x<3 
2 
13 -31x+23x2 -5 1< vs<2 
《zz) 大 2) = 
-35+35lx -22%2 +3323 2<Y 扫 了 


. 求 压 紧 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 ( -3,2),( - 2,0),(1,3),(4,1)》 而且- 一 阶 导数 边界 条 作 


SC-3)= -1 和 8304)=1。 


. 求 自然 二 次 样 条 曲线 ,经 过 点 (- 3,2),(-2,0),(1,3),(4,1) ,而 且 自 由 边界 条 件 


SC-3=0 和 闻 (4) =0。 


、 求 外 推 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 ( -3,2),(-2,0),(1,3)，(4,1)。 
， 求 殷 物 线 终 结 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 ( -3,2),(-2.0).(1,3) .041。 
， 求 曲率 调整 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 ( - 3,2),( -2,0),(1,3),(4,1) ,而且 二 阶 导数 边界 


条 件 宁 (-3)= -1 和 (4) =2。 


(aa) 求 压 紧 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 集 {( 呈 ,7 关 ma) 有 4-。 其 中 关 <) = =+ 二 , 横 坐标 为 


=12,2 = 1,x2 =312, 23 =2。 一 阶 导数 边界 条 件 为 80zoy= 产 (xo) 和 人 (zi)= 
六 (xs)。 在 同一 坐标 系 下 , 画 出 函数 /和 压 紧 三 次 样 条 插值 。 


《b) 求 自然 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 集 并 人 ,7 全 四 -其 中 Kx)=x+ 二 , 横 坐 标 为 


Xo = 1 /2 ,Xi = ,x%> =3/2,.x3 = 了 2。 二 阶 导数 边界 条 件 为 对 (xzo) =0 和 (0 ) = 作 。 在 
同一 坐标 系 下 , 画 出 函数 /和 自然 三 次 样 条 插值 。 


， (al 求 压 紧 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 集 [{( 加 , 瑚 如) 有 其 中 Fr) = cos( 守 ) , 横 坐 标 为 


xo =0xi=Vri2z=V3712 0 = 。 一 阶 导 数 边界 条 侍 为 8fxo) = zx0) 和 和 


呈 .3.8 


和 4. 
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S (zi) = (xs )。 在 同一 坐标 系 下 , 画 出 冰 数 f 和 上 压 紧 三 次 样 条 林 值 。 
(b) 求 自然 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 集 基 如 ,站 各 -0o 其 中 几 r) = ceos( 和 天) 横 坐 标 为 








SCxz) = 0 在 同一 公 标 系 下 , 画 出 函数 上 和 自然 三 次 样 条 插值 。 





. 利用 下 列 赫 换 表 达 式 : 


4 一 才 一 站 二 《一 交 
和 : 
《3 一 和 和 = 十 3 一 光 ) 二 37 一 天 拓 二 (一 区) 


证 明 当 式 (8) 扩 展 为 (zx -~ *) 的 寡 的 形式 时 , 它 的 系数 是 式 (16) 中 给 出 的 系数 。 


， 设 三 次 本 数 Si xz 在 区 间 [xrwxs 内， 


(a) 给 出 计算 | ”S(z) de 的 一 个 公式 。 
然后 根据 下 面 给 出 的 练习 的 (a) 部 分 计算 全 S(z)du。 
(b) 练习 10 《e) 绑 习 11 


- 如 何 结 合 表 5.8 的 策略 (i) 和 式 (12) 得 到 引 理 5.1 中 的 方程 。 
. 如 何 结合 表 5$.8 的 策略 (证 ) 和 式 (12) 得 到 引 理 5.1 中 的 方程 。 


ka) 使 用 点 mm = -2 和 x =0, 证 明 琐 数 六 xx) = 2 -x 在 区 间 [ -2,0] 内 的 压 紧 三 次 样 


条 插值 是 其 自身 。 

人 b) 使 用 点 m = -2,5 =0,xs=2, 证 明 函 数 所 x) = 和 呆 一 * 在 区 间 [ -2,2] 内 的 压 紧 三 
次 样 条 揪 值 是 其 自身 。 注 意 :f 在 X 处 有 一 个 拐点 (infleetion Pointb) 。 

(e) 根据 (a) 和 (b) 的 结论 ,证 明 任 意 三 阶 多 项 式 扎 xz) = ao+ wxz+ea 和 + 四 和 在 任意 
闭 区 间 [a , 妇 内 的 压 紧 三 次 样 条 播 值 是 其 自身 。 

(gd) 从 避 理 5.2 到 引 理 5.5 描述 的 其 他 4 种 三 次 样 条 插值 有 类 似 (c) 的 结论 吗 ? 请 氢 
述 。 


算法 和 程序 


， 一 个 轿车 在 时 间 六 时 经 过 的 距离 为 怒 , 如 下 表 所 示 。 便 用 程序 5.3, 并 根据 一 阶 导数 





边界 条 件 S$ (0) =0 和 8 (8) = 98, 求 这 些 数 据 的 压 紧 三 次 样 条 搬 值 ， 


时 间 上 kk 0 2 4 6 名 
距离 和 站 和 1 的 ”300 480 





”修改 程序 5.3, 根 据 给 定数 据点 集 , 求 (a) 自然 三 次 样 条 捕 值 ,(b) 外 推 三 次 样 条 播 值 ， 


(ec) 揣 物 线 终结 三 次 样 条 插值 ,(d) 端 点 曲率 调整 三 次 样 条 插值 。 


， 使 用 问题 2 中 的 程序 ,根据 点 (0,1D) ,(10),(2,0),(3,1),(4,2),(5,2),(6,1), 求 5 种 


不 同 的 三 次 样 条 播 值 ,其 中 8 (0) = -0.6,8 (6) = -1.8,s(0) =1 和 和 S 6) = -1。 
在 同一 坐标 系 中 画 出 这 $ 个 三 次 样 条 插值 和 这 些 数据 点 ， 
使 用 问题 2 中 的 程序 ,根据 点 (0,0),(1,4),(2,8),(3,9),(4,9),(5,8),(6.6), 求 5 种 
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不 同 的 三 次 样 条 揪 值 ,其 中 8 宁 (0) =19(0 = -2980)=1 和 8(6) = - 1。 在 同一 
坐标 系 中 画 出 这 5 个 三 次 样 条 插值 和 这 些 数 据点 。 

5， 下 面 的 表 给 出 了 在 洛杉矶 的 郊区 12 小 时 内 每 个 小 时 的 温度 (华氏 温度 )。 根 据 这 些 
数据 求 自然 三 次 样 条 插值 。 在 同一 坐标 系 , 画 出 自然 三 次 样 条 插值 和 这 些 数 据 。 根 
据 自然 三 次 样 条 插值 和 练习 (12) 的 《a) 部 分 的 结论 求 12 小 时 内 前 平均 温 度 近似 值 。 

















给 定 温度 表 为 : 
时 间 温 度 时 间 温度 
1 5 7 57 
2 58 8 58 
3 5 9 | 名 
4 吕 1 嫩 
5 加 1 嫩 
看 37 中 午 1 人 


6 使 用 压 紧 三 次 样 条 插值 近似 在 区 间 [ - 3,3] 内 的 函数 /zx) = * - cos(z)。 
5.4 传 里 叶 级 数 和 三 角 多 项 式 


科学 家 和 工程 师 经 常 研 究 一 些 具 有 周期 性 的 现象 ,如 光 和 声音 。 它 们 可 用 函数 F(x) 描 
述 ,Ax) 具 有 周期 性 ， 

对 所 有 的 * 有 8(4% + 了) 一 用 () (DD 

数 忆 称 为 函数 的 周期 。 

设 画 煞 的 周期 为 2r。 如 果 g(z) 的 周期 为 已 , 则 Ax) = &( PPm) 的 周期 为 2r。 可 通过 下 
式 进行 验证 : 


He+2m=8[( 下 +Pj =e( 至 | -As) (2) 
自 此 以 后 ,在 这 一 节 中 ,假设 函数 7 x ) 的 周期 是 2r, 即 ; 
对 所 有 的 * 有 zt+2r) = 大 xz) (3) 


通过 重复 函数 在 某 个 长 度 为 2r 的 区 间 内 的 图 形 可 构成 整个 汞 数 的 图 形 , 如 图 5.17 所 示 。 








二 一 一 二 二 
一 了 和 避 2 4 


图 S$.17 周期 为 2r 的 连续 散 数 抱 zx) 
例如 表 数 sin(i) 和 eos( 产 ) ,其 中 7 是 整数 ,是 周期 为 2x 的 函数 。 这 时 会 产生 下 面 的 问 


题 :-- 个 周期 函数 是 否 能 表示 为 包含 icos( 产 ) 和 记 sin( 产 ) 的 项 的 和 ? 下 面 将 看 到 答案 是 肯定 
的 。 
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定义 5.2{ 分 段 连续 )】 如 果 存 在 值 ,到 满足 上 = 加 << < 不 = 郴 数 关 z) 在 每 个 
开 区 间 5 <<<tpi=I,2…, 天 内 是 连续 的 ,而 且 画 数 在 每 个 端点 上 有 左 极限 和 右 极 中 ,出 
称 画 数 FLx) 在 区 间 [ ae ,b 内 分 段 连 续 。 如 图 $.18 所 丙 。 


AS 太 


| |， 一 -一 -一 一 一 -7 
在 az 不 4 在 = 一直 





可 汪 而 丰 记 
图 $.18 在 区 闻 [a, 约 内 的 分 引 连 续 函 数 


定义 5.3( 傅 里 叶 级 数 } 设 扎 z) 是 周期 函数 ,周期 为 2r ,而且 扎 x) 在 区 间 [ - x,x] 内 分 段 连 
续 。 则 上 产 z) 的 铺 里 时 级 数 S(x) 表 示 为 ; 


SCx) = 子 十 Yo cos( 产 ) + 碳 sin( 总 )) 《4) 
这 里 的 系数 w 和 卢 可 用 欧 拉 公式 计算 得 到 ， 

西 = 去 | Rs)eos(ie)ar， 了 = 人 ,1 … (5) 
和 

页 = 二 | 7(z)sin(j)a， 了 = 工 ,2,…: (6 


引入 传 里 时 级 数 式 (4) 中 的 常数 项 wo/2 的 因子 二 ,使 得 可 通过 设 / = 0, 并 计算 式 (5) 得 到 
co。 下面 讨 论 了 伟 里 叶 级 数 的 收 伍 性 。 


定理 5.5 【 傅 里 叶 级 数 扩 展 ) 设 S(x) 是 Kxz) 在 区 间 [ - r,x] 内 的 傅 里 叶 级 数 。 如 果 产 (xz) 
在 区 间 [ - fx 内 是 分 段 连续 的 ,而 且 在 区 间 内 的 每 个 端点 有 左 导 数 和 右 导 数 , 则 SCxz) 对 于 
所 有 * 扣 [ -二 ,7] 是 收 敏 的 。 对 于 所 有 的 点 xE[- ,天 ] 存 在 关系 式 ， 
SCx)= 下 x) 
其 中 扩 *) 是 连续 的 。 如 果 x* =a 是 函数 的 不 连续 点 , 则 ， 
S(o) = 有 4 有 ea) 


这 里 护 a- ) 和 大 oa ) 分 别 表示 左 极限 和 右 极限 。 这 样 , 可 得 到 傅 里 时 级 数 扩展 表达 式 : 
YX) = 也 十 27(a cos[ 产 ) + 而 sinf 产 )) 7) 
在 本 小 节 最 后 ,对 式 {S) 和 式 (6) 的 推导 进行 了 简明 描述 。 


例 5.13 设 在 区 间 -r<x<x 内 有 函数 F(x)= x42, 周 期 性 满足 岂 x+2r)]= Fxr), 证 明 它 的 
傅 里 时 级 数 可 表示 为 ， 


ax) = 阿 生 了 sa(P) - sinfz) - 5 全) 二 ) 四 
亡 1 
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利用 攀 拉 公式 和 分 部 积分 法 可 得 : 


xsin( 产 ) cos( 产 ) 
2 如 2T1 








守 ， 
= 元 | 本 cost 产 )dzx = 


其 中 了 =1,2,3,…， 并 且 : 
于， 一 Xeosf 站 ) 
二 | 可 sin( 产 ) dr 二 2 寺 十 


一 


sin{ 产 ) 
2 


瑞 _ 〔- LU 


-r 了 








其 中 站 =12,3，u 系 霓 to 为 ; 








通过 计算 可 知 祭 蕊 函 教 的 系数 为 零 。 函 数 六 xz) 的 部 分 和 : 
Sa(x)= sinf(xh 一 和 全) 





全 (wx = Sinafx) sa 名) 上 和) 





So)=sin(s)- 加 z) 、， ait _ Sin(4x) 


如 图 5.19 所 示 。 








图 5.19 在 区 间 [ - x,r] 内 的 函数 屎 zx) = xj2 和 三 角 近 做 & (az) Si (xy Sifz) 


下 面 是 傅 里 叶 级 数 的 一 些 一 般 人 性 质 。 相 关 证 明 留 作 练习 。 


定理 5.6 ( 余 菠 级 数 】 设 妃 x) 是 偶 函 数 , 即 对 所 有 的 * 有 - zx) = F(z)。 如 果 A(x) 的 周期 
为 2 ,而且 成 *) 和 六 (xz) 是 分 段 连续 , 则 护 x) 的 傅 里 时 级 数 只 包含 余弦 项 ; 


扰 Y) = 字 + 入。 cos{ 六 ) (3) 
其 中 : 
中 = 芭 | Cs)eos(Pz) az， 了 =0 1 


定理 5.7 ( 正 诸 级 数 】 设 所 *) 是 奇 函 数 , 即 对 所 有 的 有 护 - *)= - Psx)。 如 果 Foz) 的 周 
期 为 2r ,而 且 所 zx) 和 AP x) 是 分 段 连续 的 , 则 扩 x) 的 傅 里 叶 级 数 只 包含 正 弦 项 ， 
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ACxz) = 55sin(j) fID0) 
其 中 : 
= 去 | Maz)sinGz)ae = 2 (1) 
例 5.14 设 在 区 间 -m<x<ir 内 有 朋 数 六 xz)= 1x1; 周 期 性 满足 x+t2r)= sx) ,证明 它 具 
有 人 博 里 叶 余 蔬 级 数 表 达 式 : 
Faz)= 节 》 cos((21 -1)xz》 


《12) 





二 

r 人 (人 -1 
5 

= 六 - 二 ( coa(s) + oo 人) + 2 人 二 ……] 


由 于 函数 (xz ) 为 但 孝 ,因此 根据 定理 5.6 只 需 计 算 系数 |a j : 
，- 2 aeos(p)de 2 六 》 - 2coagjz) 


了 切 


开 





心 





2eosktrr) -2 2- -] 

人 m 
入 于 当 了 是 侦 数 时 有 (( -1)7 -1)=0, 所 以 余 玫 级 数 只 有 柯 数 项 。 而 奇 教 系数 具有 下 列 
模式 : 


了 一 1 2， 3， 





一 和 一 4 -了 生 
人 条， 区 
系数 az 为 ; 
局 的 可 
一 |。 | 
这 样 , 可 得 到 式 (12) 中 的 系 救 。 


定理 5.5 中 欧 拉 公式 的 证 明 : 设 傅 里 叶 级 数 存在 且 收 你。 为 确定 m ,可 对 式 (7) 的 两 边 进 
行 积 分 得 到 ; 


| AD = | (用 十 2 (eee(i 十 5sin( 产 ))] 力 
(13) 


[本 习 o| ceoou + 间 acow 
-= roo+0+0 

通过 对 上 式 进 行 一 致 收敛 (参见 相关 的 高 等 教材 》 来 调整 求 和 与 积分 的 顺序 ,可 得 到 ; 

为 得 到 mm , 设 亚 >0 是 一 个 面 定 整数 ,在 式 (7) 的 两 边 磁 凡 costmx) 并 积分 可 得 : 


| Ka)ees(ma)as = 时 | cos(mz)d 十 症 o 人 coestmoa 
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+ > 包 | sin(z)cos(ma)w (15) 
根据 三 角 函 数 的 正 交 性 质 ,可 对 式 (15) 进 行 化 简 。 式 (15) 右 边 的 第 -项 的 值 为 ， 
字 | cos(mo)w -= oo -0 (16) 
通过 利用 下 列 三 角 恒 等 式 可 得 到 包含 cos( 产 )eos mx ?的 项 的 值 
cos( 产 )eos( mx) = 到 cue((7+ mm)z)+ 计 cos((- mm)x) (0) 
当 ,/ 关 闫 时 ,根据 式 (17) 可 得 ; 
o| oos(iz)eos(ma)dz= 言 o| eas(G + ma)d 
+ 于 | oos(G -ma =-0+0=0 
当 关 = 下 时 ,积分 的 值 为 : 
mm| cos(jz)oos(mu)d = ar (19) 
通过 利用 下 列 三 角 恒 等 式 可 得 式 (15) 中 右边 包含 sin( 产 )cos( mx ) 的 项 的 值 
sin( 产 )oos( mxz) = 计 sin((1+ mm)z)+ sin(( 人 /mm)z) (20) 
对 于 式 (20) 中 所 有 的 j 和 m 有 ， 
5 sin(jz)eos(mz) ax = 于 芭 sa(G + mn)z)d 本 
21 


+5| sm- md =org0=0 
因此 ,根据 式 (16) (18)、(19) 和 (21) ,可 得 到 : 
ras = | FUsjeos(mjd， mm = 12，… (22) 
所 以 欧 拉 公式 (5) 成 立 。 同 理 可 证 欧 拉 公式 (6)。 
5.4.1 三 角 多 项 式 训 近 
定义 5.4 (三 角 多 项 式 ) 具有 如 下 形式 的 级 数 ， 
mv(z) = 锤 4 (eem0e + sin( 据 )) (23) 
称 为 i 阶 三 角 多 项 式 。 


定理 5.8 (离散 博时 时 级 数 ] 设 有 六 +1 个 点 | 【有 入) 其 中 罗 = . 铸 芭 力 而 且 横 坐标 之 间 
等 距 , 即 ， 


= -x+ 人 0 (24) 
如 果 扰 z) 的 周期 为 2r ,而 且 2M < AN, 则 存在 式 (23) 的 三 角 多 项 式 Tv (xz) 使 得 下 式 值 最 


小 ， 
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(Ca -me (25) 
多 项 式 的 系数 。 和 加 可 通过 如 下 公式 计算 ， 
-Ana)eos(j)， 了 = 0 (26) 
有 
5 = 六 (asin(m )， = 1.2… ,时 (27) 


站 = 


尽管 式 (26) 和 式 (27) 用 最 小 二 乘法 定义 ,它们 可 被 看 作 是 欧 拉 公式 (31 和 (6) 的 积分 的 数 

值 近似 值 。 欧 拉 公式 给 出 了 连续 函数 的 傅 里 叶 级 数 的 系数 ,而 式 (26) 和 式 (27) 给 由 了 对 数据 

点 集 进行 曲线 拟 合 的 三 角 多 项 式 系数 。 下 面 的 例子 根据 函数 六 xz) + */2 生成 数据 点 集 。 当 使 

用 更 多 的 数据 点 时 ,三 角 多 项 式 的 系数 更 接近 傅 里 时 级 数 的 系数 。 

例 5.15 根据 12 个 等 距 横 坐 标点 如 = -+ 卫 所 ,= 1,2,…,12, 求 解 直 业 间 (和 ,Ke ， 
《其 中 Fx)= xl2) 的 S 阶 三 角 多 项 式 逼 近 。 并 比较 使 用 名 个 蕊 和 360 个 点 的 站 果 
情况 与 使 用 例 $.13 中 拨 x) 的 傅立叶 级 数 扩展 的 前 5 项 的 结果 情况 。 

由 于 周期 扩展 已 知 ,在 非 连 续 点 , 函 孝 值 并 r) 必须 利用 下 列 公 式 进 行 计 算 ， 
rr) -= 下 )+Ar )_ mL2=-Tr2_0 (28) 
2 这 





函数 扎 z) 是 一 个 奇 邓 数 ,因此 余弦 项 的 系数 为 零 ( 即 对 于 所 有 的 了 有 am =0)。5 阶 三 角 多 
项 式 只 包含 正弦 项 ,结合 式 (28) 和 式 (27) 可 得 ; 
7 (xx) =00.9770486sinfx ) - 04534498sin(2x ) + 0.26179938asin(3x) 
-0.1511499sin(4xz ) + 0.0701489gsin(5x 》 
了 (xz) 的 图 形 如 图 5.20 所 示 。 


《29) 


1.5 3 一 ( 问 品 








狠 5.20 根据 位 于 y= sw2 上 的 12 个 数据 点 创建 的 $ 航 三 角 多 项 式 中 (x) 


当 揪 入 点 增 圣 名 个 和 360 个 时 ,5 阶 三 角 多 项 式 的 系数 变化 很 小 。 当 数据 点 的 个 数 增加 
越 多 ,三 角 多 项 式 的 系数 越 接近 (xz) 的 博 里 时 级 数 的 系 灼 。 结 果 的 比较 如 表 5.9 所 


示 。 
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裹 5.9 比较 在 区 疝 [ - mr] 内 的 区 数 /lz} = z72 的 三 角 多 项 式 通 近 的 系数 






























工 角 多 项 式 的 系数 傅 里 叶 级 
| 他 个 点 6 个 点 360 个 点 数 的 系数 
b 二 0.97704362 0.99908598 0.99997462 1 
ba -0.45344984 -0.49817096 一 0.49994923 -0.5 
凶 0.26179939 0.33058726 0.33325718 0.33333333 
by -0.15114995 一 修 .24633386 一 用.249809845 -0.25 
hx 0.07014893 0.19540972 0.19987306 0.2 











下 面 的 程序 构造 了 分 别 包含 M 阶 三 角 客 项 式 (23) 的 系数 和 的 算 阵 4 和 和 托 阵 吾 。 





程 床 5.4 [三角 多 项 式 ) 设 21 +1<N, 根 据 放 不 等 臣 的 横 事 标 值 二 一 六 T2AIN 
二 t,2…… 站 ,构造 虹 阶 三 角 多 项 式 ,其 形式 为 ， 


严 (x) = 有 十 2 (acos( 产 ) + 页 Sin( 疾 旋 
= 1 





fumnction [六 ,B] = EPcoefEtIX,Y,M) 


和 TBPUE 一 其 8BVector of equally spaced abscissag n | -Pipil] 
对 一 芋 +S 昌 wvector Gft ordinates 

] - 列 18bhe qQegree Dt the trigoncmetrie Dolyrmeomial 

8 CutPUE ~ 下 8 avVecEor containing +bhe coeffticienre of cosf 3 xX) 
凶 - Bisavector containing the coefficients of sinfJjx) 


本 = Lemgthf(X》 - 工 ; 
maxdL = Ex 可 一 1)72)3 
工 EM > Imazcl 

M = TIax1i 
ellQ 


= Zerosft1,M+11 

百 = Zercet1,M+1T); 

Yendas = (Y(1) +YCOT+T))A2; 

1) = emnasi 

YIN+1)= Yends; 

LT= SuUnIY) 

for 了 = 了 工 : 林 

(+1)= cosfjazX)xrTi 

BC 了 +1L)= SinfJjxX)xr 

em 
及 = 了 <RANi 

己 = 了 #BAi 

UL) = (1)X23 


下 面 的 短 竹 序 计算 了 程序 5.4 的 好 阶 三 角 窗 项 式 己 (5] 在 点 * 处 的 值 。 


function z= tbpfa,B,X,M) 
Z = RKL) 
foer j= 工 : 雪 
世 = 工 + 下 ( 了 + 了) 基 CCB 了 wX) 二 有 1T) asdirngj 荆 区) 
end 


例如 ,在 MATLAB 命令 窗口 由 输入 下 面 的 命令 可 得 到 与 图 5.20 类 似 的 图 形 。 
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> >X= 一 Di.D1 :Ti 
> > 一 七 也 (三 , 卫 ,区 ,于 ) 
> > 了 lotfxgy,X Yo ) 


5.4.2 健 里 叶 级 数 和 三 角 多 项 式 的 练习 


练习 1 到 练习 5 中 , 求 给 定 两 数 的 傅 里 叶 级 数 表示 。 提示 : 参照 例 5.13 和 人 鲍 5.14 描述 的 过 程 。 
在 同一 坐标 系 画 出 每 个 函数 ,及 情 里 时 级 数 的 部 分 和 3:(x),S;(z),S(zjf 如 图 5.19 所 示 )。 


丈 
一 1 -<x<0 王 十 3 -TSx<0 
| 2. fx) = 
1， 有 区 和 区 和 
王 一 YY， 站 过 革 区 天 
殉 
一 1， 序 <x<rr 
心 ， 一 加 之 和 苹 0 本 
3 -| 4. .PCz) = 二 和 < < 区 
2 2 ，0D<xcrr 人 1 本 <x< 也 
一 1】， -<x< 王 
一 并 一 区 -ss< -7 
5. 拨 x) = 和 -< 
工 
中 一 区 广 竹 贡 芍 习 
6. 在 练习 1 中 , 设 * = r2, 证 明 ; 
x_i.1 1 1 
4 1 可 + 了 + 
7. 在 练习 2 中 , 设 *=0, 证 明 ; 
邢 1 


?. 求解 在 一 个 周期 范围 的 区 间 - r<x< rx 内 的 于 期 函数 六 x) = xz214 的 伟 里 叶 余 弦 级 
数 。 


9. 设 起 x) 是 周期 函数 ,周期 为 2P, 即 对 所 有 的 *, PKx+2P) = APx)。 通 过 适当 的 变换 ， 
证 明 画 数 了 的 欧 拉 公式 (5357 和 (6) 为 ， 


60 二 去 | Co)u 


多 二 划 Aaoos( 这 )jw， 了 = 12 


/= 二 aosn( 逐 ja 了 2， 


在 练习 10 到 练习 12 中 ,根据 练习 9 的 结果 ,求解 给 定 函 数 的 傅 里 叶 级 数 。 在 同一 坐标 
系 下 画 出 头 x) Sex) Sofs)。 


| 


第 5 章 曲线 拟 合 229 


0 2 _0 一 |， 一 了 sxX< -1 
10. Kx) = ， 11. Pa) = 1151， -ls<x<1l 
有 zx) 二 0Ds<s < 7 1 txv<3 
12. Axz) = - 罕 +9， -3<x<3 
13. 证 明定 理 5.6。 
14. 证 明定 理 $.7。 
5.4.3 算法 和 程序 
1. 使 用 程序 5.4, 并 且 有 12 个 横 坐 标点 ,参照 例 5.15 求解 根据 等 距 点 1x ,As )) 上 2， 
的 5 阶 三 角 多 项 式 。 其 中 函数 六 zx) 为 : (本 练习 二 1b) 练 习 2,(c) 练 习 3,(d 练 习 4。 
对 于 每 种 情况 ,在 同一 坐标 系 下 曾 出 所 xz) ,天 (z) 和 拭 2 扩 二 四 。 
2， 第 一 次 使 用 60 个 等 距 数 据点 ,第 二 次 使 用 360 个 等 距 数 据点 ,用 程 序 5.4 求解 例 $.15 
中 有 (xz) 的 系数 。 
3.， 秘 改 程序 5.4, 使 得 当 等 距 数据 点 位 于 区 他 [aa, 妇 时 ,可 以 用 它 求解 周期 为 2P=5-a 
的 三 角 儿 项 式 。 
4， 使 用 修改 后 的 程序 5.4 求 解 加 (xz)。 其 中 ; 
(《a) 护 *#) 定 六 在 练习 10 中 ,有 12 个 等 焉 的 数据 点 。 
(b) 扰 z) 定 义 在 练习 了 2 中 ,有 后 个 等 距 的 数据 点 。 
对 每 个 情况 ,在 同一 坐标 系 下 , 画 出 厂 (x) 和 数据 点 集 。 
5、 在 洛杉矶 郊区 1 月 8 日 的 光度 (华氏 温度 ) 如 表 5.10 所 示 , 采 用 寻 小 时 制 。 
(ay 求 三 角 多 项 式 也 (xz)。 
{b) 在 同一 坐标 系 下 , 画 出 图 刀 (x) 和 24 个 数据 点 。 
《e) 使 用 本 地 的 温度 情况 重新 求解 问题 ({a) 和 (b)。 
6. 可 拉 和 全 的 守 尔 瘟 克 斯 地 区 的 年 度 温度 (华氏 淘 刘 ) 如 表 5.11 所 示 。 一 共有 13 个 


等 转 点 , 即 每 隔 28 天 采集 一 次 。 
《a) 求解 三 角 老 项 式 ?sfx)。 
(b) 在 同一 坐标 系 下 , 画 出 图 和 (xz) 和 13 个 数据 点 。 


表 5.10 问题 5 的 数据 表 5.1+ 问题 6 的 数据 


如 | 


























间 温 度 时 间 温 放 日 期 平均 温度 
1 新 上 | 絮 1 月 一 地 
2 的 2 姑 1 月 -3 
3 合 3 列 2 月 2 
4 研 4 5 3 月 1 
5 砚 5 相 4 月 巡 
5 丰 5 了 5 月 至 
7 本 f 和 月 厨 

了 37 
7 了 月 全 
多 | 名 58 8 月 友 
9 如 9 抑 9 月 5 和 
10 后 切 三 It 月 34 
了 锥 1 他 1 月 2 
午夜 强 正午 | 局 翅 月 于 
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数值 导数 的 公式 对 开发 求解 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 边 值 问题 的 算法 很 重要 (可 参见 第 
9 章 和 第 10 章 )。 数 值 微分 的 例子 通常 采用 已 知 的 函数 ,这 样 数值 近 侯 值 可 以 与 精确 解 进行 
比较 。 为 了 说 明 问 题 , 这 里 采用 中 塞 耳 ( Bessel) 函 数 (xz) , 它 的 箱 列 表 可 在 标准 参考 资料 中 找 
到 。 在 区 间 [0,7] 内 的 8 个 等 距 点 为 (0,0.0000),(1,0.4400)，(2,0.5767),，(3,3391) ，(4， 
-0.0660) ,(5, -0.3276),(6, -0.2767),(7, -0.004)。 它 所 基于 的 原理 是 搬 值 客 项 式 的 微 
分 。 考 虑 对 所 (2) 的 求解 。 揪 值 多 项 式 ms(z) = - 0.0710 + 0.6982x - 0.1872x2 经 过 点 (1， 
0.4400) ,(2,0.5767) ,(3,0.3391) ,而 且 可 用 它 求 出 ( 帮 '(2)= pz (2) = - 0.0505)。 二 次 多 项 式 
严 (x) 和 它 在 点 (2, 故 (2)) 的 切线 如 图 6.1(a) 所 示 。 如 果 使 用 5 个 插值 点 ,可 得 到 更 好 的 近似 
值 。 网 项 式 px) =0.4986x +0.01122 -0.0813x +0.0116x: 经 过 点 (0,0.0000),(1,0.4400) ， 
(2.0.5767) ,(3,0.3391) ,(4,， -0.0660) ,并 可 用 它 求 出 六 (2) = Pi (2) = -0.0618。 四 次 多 项 
式 ms(z) 和 它 在 点 (2, (2)) 的 切线 如 图 6.1(b) 所 示 。 这 个 导数 的 真实 值 为 1 (2) = 
-0.0645,p:(x) 和 u(x) 的 误差 分 别 为 -0.0140 和 -0.0026。 本 章 将 主要 介绍 数值 微分 精确 
性 的 相关 理论 。 





图 6.] (〈a)ps(z) 在 点 (2,0.5767) 处 的 切线 ,斜率 为 严 人 (2) = -0.0505 
《bjps(g) 在 点 (2,0.5767) 处 的 切线 ,斜率 为 ps (2) = -0.0618 


6.1 ”导数 的 近似 值 


6.1.1 关 商 的 极限 
现在 研究 求解 函数 7 x) 的 导数 近似 值 的 过 程 ,7z) 的 导数 可 表示 为 : 
7(= 四 帮凶 一 及 a) (D 
处 理 过 程 非常 直接 ,首先 选择 一 个 序列 | 成 } ,使 得 各 一 0, 然 后 计算 序列 的 极限 ; 


天 z 二 有 ) 《) 
应 = 7 外 下 =1,2,，……， 更 《2》 


一 


读者 可 能 注意 到 上 式 只 计算 了 序列 (2) 中 有 限 的 项 玉 , 记 ,…， 
这 带 来 一 些 问题 , 即 为 什么 要 计算 万 ,六 ,…， 
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几 ,而 且 采 用 六 作为 答案 。 


下， 1 选择 怎样 的 jw， 使 得 8 是 导数 请 (x) 较 好 


的 近似 值 ? 为 了 回答 这 些 问 题 ,首先 看 下 面 的 例子 ,可 以 发 现 并 没有 简单 的 解决 方法 。 

例如 , 设 有 函 歼 扰 x) = ,并 使 用 步 长 疡 = 1,12,1L4 分 别 构造 位 于 (0,1) 和 (, 关 4)) 之 间 
点 的 割 线 。 当 天 足够 小 时 , 割 线 接近 于 对 应 的 切线 ,如 图 6.2 所 未 。 尽 管 图 6.2 给 出 了 (1) 中 
处 理 过 程 的 可 视 化 表示 ,但 要 用 疡 =0.00001 才能 得 到 可 接受 到 的 答案 ,采用 这 个 下 值 , 较 中 的 


切线 和 割 线 将 无 法 区 分 。 





000 025 
图 6.2 y=e 的 案 个 割 线 
表 6.1 求解 访 =1g -日 /所 的 盖 商 











0350 


一 -一 二 -一 
0.75 1.00 


一 区 






















兵 = 姑 1+ 丰 ) 记 ={ 所 -后 7 下 
天 1 = 昌 . 了 3.004166024 - 2.858841960 
ja =0.01 2.745601015 0.027319187 2.331918700 
ha =0D.001 2.721001470 0.002719642 2.719642000 
ji 一 00001 2.718553670 0.000271842 2.718420000 
js = 0.00001 2.718309011 0.000027183 2.718300000 
Rs = 10- 2_718284547 .000002719 2.719000000 
hy = 10-7 2.718282100 0.000000272 2.720000000 
二 = 10- 2.718281856 0.000000008 2.900000000 
- 2.718281831 





例 6.1 设 扰 z)= 拓 且 5=1。 使 用 步 长 必 =10-4 = 开 2 
点 后 9 司 。 


2.718281828 









10 计算 差 商 内。 精度 为 小 娄 


计算 媚 所 需 的 值 F(1E+ 丰 ) 和 (FL+ 品 )- 71))7 如 表 6.1 所 示 。 
聂 大 值 户 =0.1 不 能 得 到 好 的 近似 值 Pi = 六 (1 上, 因为 步 长 太太 大 ,使 得 两 点 分 害 太 远 , 差 
商 是 经 过 这 两 点 的 割 线 的 土 率 ,不 能 很 好 地 近似 切线 。 当 以 小 数 点 后 9 位 的 精度 计算 公式 


【2 时 ,根据 六 可 得 了 =3, 击 根据 天 0 可 得 0 = 0。 如 果 下 


太 小 , 则 六 e+ 上 ) 和 Ps) 的 值 


将 非常 接近 。 根 据 差 值 .xs + 瑟 ) ~ 护 z)] 可 看 进 由 于 二 者 太 接 近 , 使 得 精度 损失 。 什 兄 i = 
10 “二 小 ,使 得 FLz +8o) 和 护 g) 的 值 扫 同 ,因此 计算 差 商 为 过 。 在 例 61 中 ,极限 的 算术 
值 为 (=2.718281828。 扫 据 hi = 10-5 可 得 到 最 慎 近 似 值 站, =2.7183。 

便 6.1 星 示 出 不 容易 束 出 式 (2)} 中 概 限 的 数值 近似 解 。 序列 在 访 时 最 接近 真实 值 , 然 后 
逐渐 偏离 *。 在 竹 序 6.1 中 , 当 1Dw - pvlz1D -只 1 时 , 才 停 止 进 一 步 计 莫 序列 
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1 Di 中 的 项 。 这 用 来 确定 在 项 镶 离 被 限 前 的 最 性 近似 慎 。 当 将 这 个 判定 条 件 用 于 例 6.1 
时 ,可 得 0.0007= 1De- Di1>1Dp; -及 1=0.00012, 因 北 答案 是 厂 ,。 下 面 将 研究 如 何 根 
据 较 大 的 卫 值 , 得 到 合理 精度 的 近似 值 风 公式 。 
6.41.2 中 心 差分 公式 
如 果 阔 数 护 *) 在 点 * 的 左边 和 右边 的 值 可 计算 , 则 最 佳 二 点 公式 包含 x 两 边 的 两 个 对 称 
的 横 坐 标 。 
定理 6.1{( 精 度 为 0( 相 ) 的 中 心 差分 公式 ) 设 /E ea[a,b], 且 yy-Pxsx+ 天 GEG[a,b], 刚 : 


而 且 存 在 数 c= c(x)E[a,5 ,满足 : 
(= 丰 2 全 二 克 E 一 且 Bao( 广 帮 ) (4) 


其 中 
ECP 月 = - 夺 记 局-o0P) 
项 瑟 (/ ,用 ) 称 为 截断 误差 。 


证 明 , 设 关于 x 的 二 阶 泰勒 展开 表达 式 为 所 z)= 忆 (z)+ 配 (xz), 则 7s+E) 和 扰 5 一片) 
的 秦 勤 展开 式 为 : 


3 2 了 也 
和 : 
了 了 于 
Hz -下 -Ji+ 龙 外 在 -大 人 
式 (5) 减 去 式 (6) 可 得 : 
了 引 3 
Jr 有 间 -Kz- 间 -2100ls 人 六 人 这 四 


由 于 .六 (x) 是 连续 的 ,所 以 根据 中 值 定 理 可 找到 一 个 值 ,满足 ， 
fei) + fc) =j/G(o) 
本 二 


将 它 代 A 式 (7) ,并 重新 调整 项 可 得 : 
(oO = 全 -让 (9) 


式 (9) 中 右边 第 一 项 是 中 心 差分 公式 (3) ,第 二 项 是 截断 澡 差 。 定 理 得 证 。 


假设 三 阶 导数 /2 (e) 的 值 变化 不 快 , 则 式 (4) 中 的 截断 误差 以 与 妃 同样 的 方式 趋 近 于 
零 , 表 示 为 0( 扩 ) 。 当 用 计算 机 进行 计算 时 ,不宜 将 二 选 得 太 小 。 为 此 ,如 果 求解 F"( zx) 近似 
值 的 公式 具有 精度 为 O(22*) 的 截断 误差 项 , 则 对 于 计算 机 计算 很 有 用 。 


定理 6.2( 精 度 为 DI 形 ] 的 中 心 林 分 公式 ) 设 FEcsfa, 提 ,日 -28x- 下 ， 光 ， 和 十 真 ,和 十 2 下 
各 [aa ,5], 则 ， 





《8 
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(rm 二 由 二 2 有 二 8 和 册 填 大王 221 0 . 


而 且 存 在 数 e = e( 纪 所 [aa,5j ,满足 : 
广 (z)= 一 坟 x 十 2 下 ) + 二 产 )+ 扰 和 一 2 产 ) + 瑟 ( 户 有 ) (1 





其 中 
二 下 3 
Fo 有 = 生 记 (Ce) = 0 人 和) 


证 明 ;, 设 关于 x 的 四 阶 泰勒 展开 式 为 Kx) = Pi(x)+B(z) 则 关 s+j 和 上 妃 z- 天 ?的 素 
勒 展开 式 为 : 





- 3 3 呈 本 
Hz+ 且 -Ka 月 =21(oi+2 庆 人间 人 : 人 全 站 《12) 
然后 使 用 步 长 加 代替 h ,可 得 到 如 下 近似 值 ， 
3 5 
FLz+285) -xz 26)=4F(z)i+lGF 人 4 2 (13) 


式 (t2)} 中 的 项 雪 以 8 并 减 去 式 (13) ,可 消去 包含 F(s) 的 项 ,表示 为 ; 
一 扰 和 十 2 下》 二 名 交 x 十 下 一 8 一 下)+ 汽 二 ~28) 
《16 (ce ) 一 64F5 es) 
i 葬 





= 1277(0x) 下 + (14) 


如 果 产 (xz) 的 符 导 只 是 正 或 负 , 而 且 它 的 值 变化 不 快 , 则 可 在 区 间 [x - 2j,x + 28] 内 找 
到 一 个 值 ,满足 





1619 (e) -全 Ac)= -4879(c) (15) 
将 式 (15) 代 人 式 {14) ,结果 为 六 (xz) ,表示 为 : 
广 (= 二 有 t+ 3) + 有 8 一 有 二 7 2) 4 广 络 首 (6) 





式 人 46) 右边 的 第 一 项 是 中 心 差 分 公式 (10) ,第 二 项 是 截断 误差 。 定 理 得 证 。 

设 172 (ce)1 对 于 eE[a,0] 是 有 界 的 , 则 式 (10) 中 的 截断 误差 以 与 如 相同 的 方式 趋 近 于 
零 , 表 示 为 8( 刀 )。 现 在 比较 式 (3) 和 式 (10)。 设 F(z) 有 5 阶 连 续 导 数 ,而 且 1 FA (0e)T 和 
LA ce)1 基 本 相同 , 则 4 阶 公式 (IO) 的 截断 误 差 为 0O( 81) ,2 阶 公式 (3) 的 截断 误差 为 OK 大 》, 所 
以 式 (10) 的 截断 误差 比 式 (3) 的 截断 误差 更 快 地 趋 近 于 堆 。 这 样 在 式 (10) 中 可 使 用 更 大 的 步 长 。 
例 6,2 设 Fxz)=eosfz)。 

(aj 利用 式 {3] 和 式 (10), 步 长 分 别 为 产 =0.1,0.01,0.001,0.0001, 计 算 太 (0.8) 的 近 
伺 值 。 精 度 为 小 数 点 后 日 位 。 
(b) 与 真实 值 F (0.8) = -sinf0.8) 进 行 比 较 。 
《al 设 h=0.01, 根 志 式 {3) ,可 得 ， 
， AD.81) - 捕 0.79) “0.689498433 -站 .703845316 
(0.8) 一 D 访 rs 。 一 0.717344150 


设 1 = 0.01 ,根据 式 (10), 可 得 ; 
(0.8) 二 丰 0.82)+870.81) - 80.79)+ 拓 0.78) 
05. 了 2 
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二 0. 682221207 + 800.689498433)] -810.703845316) + 0.710913538 
修 , TI2 





= 一 0.717356108 
表 6.2 根据 式 {3) 和 式 {10) 得 到 的 数值 微分 


去 纯 ) 的 近似 值 式 忆 ) 的 误差 趟 (10 的 近似 值 











或 410) 的 误 著 
-0.000002389 





















六 .1 一 必 . 了 ]E]1 的 5 一 将 .717353703 

.0 -DT17344150 一 恬 . 了 717356108 问 ,.000000017 
.的 ] -0D.717356000 一 下 717356167 DO.000000076 
- 一 ,717360000 一 昌 .717360833 DO0o0o04742 






pb) 或 (3) 和 式 人 《10) 的 近似 值 误差 分 别 为 -0.000011941 和 0.000000017。 在 本 例 中 ,当下 = 
0.01 时 , 式 (10) 给 出 的 (0.8) 的 近似 值 比 式 (3)1 给 出 的 杷 好 。 通 过 对 林 例 的 误差 分 析 ， 
可 以 得 出 上 面 的 结论 。 其 他 的 计算 如 表 6.2 所 示 。 


6.1.3 误差 分 析 和 优化 步 长 


关于 数值 微分 的 一 个 重要 课题 是 研究 计算 机 的 舍 人 误 姜 。 下 面 将 对 此 进行 更 深入 的 分 
析 。 假 设 使 用 计算 机 进行 数值 计算 ,而 且 有 : . 
所 xz 天 =y-+e 和 天 xo+ 帮 ) = yi 十 el 
其 中 Axo- 提 和 大 ze + 是 数值 y 和? 的 近似 昔 ,se_ ,和 。 分 别 是 相关 的 售 人 误差 。 下 
面 的 结论 说 明了 数值 微分 中 误差 分 析 的 复杂 性 。 


推论 6.1(a)j ” 设 郴 数 上 满足 定理 6.1 中 的 假设 ,并 利用 计算 公式 : 
挛 (xo) 一 人 本 六: 1 《17) 
误差 分 析 可 通过 如 下 的 方程 进行 解释 : 
太 (x) = 全 + 瑟 (用 (18) 





其 中 ， 
再 ( 产 丰 ) = 感 aiLF 严 ) 十 古 【( 户 六 ) 


= 1 -Ete ) (19) 
这 里 的 总 误差 项 瓦 (/,#) 是 舍 人 误 莽 与 和 上 浊 关 的 和 


推论 6.1(bj 设 函 数 满足 定理 6.1 的 假设 , 且 进 行 数值 计算 。 如 果 1e_ 1se， 1ej|sE 且 好 
= Imax。 iflLF2Cxifl , 则 ， 








1BCP 有 1< 症 + + 难 (20) 
式 (20) 右 边 最 小 时 的 天 值 为 ， 
] 和 总 
，- 仙 四 


当 上 较 小 时 , 式 (19) 中 包含 (el - e_)A28 的 部 分 相对 较 大 。 在 例 6. 2 中 , 当 上 六 =0.000i 
时 ,就 会 碰 到 这 种 情况 。 舍 人 误差 为 ; 
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(0.8001) = 0.696634970+ e。 ， = -0.0000000003 
(0.7999) = 0.696778442 + e.， ， 。_， =0.0000000005 

截断 误差 为 : 本 
一 丰 挛 (e] Ce < (0.0001 ?{ 吾 (0- 2] ~0.000000001 


式 (19) 中 的 误差 项 瑟 ( AP 月) 为 ; 


(有 0 


= -0.000004001 
实际 上 , 当 站 =0.0001 时 的 导数 数值 近似 值 可 用 下 式 计算 : 
(0.8) =KC0.8001) - /0.7999) -0.696634970 -0.696778442 
7 0.0002 一 





一 0.000000001 





0.0002 
”= -0.717360000 

显然 少 了 4 位 有 效 数 字 。 误 差 是 -0.000003909 ,接近 预计 的 误差 -0.000004001 。 

当 将 式 (21) 用 于 例 6.2 时 ,可 用 边界 1sinfx)1<s1= M 和 值 s=0.5x10-? 计 算 舍 人 误差 。 
天 的 优化 值 为 疡 = (1.5 x 10-?11)2 = 0.001144714。 步 长 疡 = 0.001 时 最 接近 于 优化 值 
0.001144714, 而且 在 包含 式 (3) 的 4 个 选项 中 , 它 给 出 了 A(0.8) 的 最 佳 近似 值 ( 如 表 6.2 和 图 
6.3 所 示 )。 

对 式 {10) 的 误 莽 分 析 和 上 面 的 类 似 。 设 用 计算 机 进行 数值 计算 ,并 有 郑 数 F(zo + 大 ) = 


挫 十 ea 











大 
0.002 004 


图 56.3 将 式 (21) 用 于 例 62 中 的 六 zx) = coafx) 
时 ,最 佳 步 长 为 记 = 中 的 1144714 


引 理 6.2{aj 说 函数 /满足 定理 6.2 中 的 假设 ,使 用 计算 公式 








(ia) 一 科 二 了 -二 (22) 
误差 分 析 可 用 下 列 方程 进行 解释 : 
fx) = -+ 避 (F 丰 ) 四 (23) 


其 中 : 本 
吾 ( 广 有 = 巨 wai( 太太 ) + 瑟 we( FF, 天 


2396 数值 方法 (MATTLAB 版 ) 


一 6 二 8el 一 Se 1+e ji (ec) 
下 机 “可 424) 





这 里 的 总 误差 项 有 (ji) 是 舍 人 误差 与 截断 误差 的 和 。 
引 理 6.2{b) 设 函 数 了 请 足 定理 6.2 的 假设 , 旦 进行 数 值 计算 。 如 果 jet1 se 且 朵 = maxsesas 
ftLA2(s)I, 则 : 


ECPDIs 基 + 雹 - (25) 
式 (25) 最 小 时 的 疡 值 为 : 
4=( (26) 


当 将 式 {25) 用 于 例 6.2 时 ,可 用 边界 1F2 (zs lsin(x)l 和 1= 开 和 和 值 e=<0.5x 10-? 计算 
舍 人 误差 。 天 的 优化 值 为 上 = (22.5x 10-914)55 = 0.022388475。 步 长 上 = 0.01 时 最 接近 优化 值 
0.022388475 , 而且 在 包含 式 {10) 的 4 个 选项 中 ,给 出 了 (0.8) 的 最 佳 近似 值 ( 如 表 6.2 和 图 
6.4 所 示 )。 

误差 和 


4XI0 


2x1t077 


002 RE 人 0 听 


图 6.4 将 式 (26) 用 于 例 6.2 中 的 所 x)= eosfx) 
时 ,最 佳 步 长 为 hb=0.022388475 


通过 另 一 种 推导 也 可 得 到 数值 微分 公式 , 即 对 搬 值 多 项 式 进行 微分 。 例 如 ,经 过 点 (0.7， 
cos(0.7)), (0.8,cos(0.8)),(0.9,eos(0.9)) 的 2 次 多 项 式 (o) 的 拉 格 朗 日 表达 式 为 ， 
Pa(x)》 = 38.2421094(x -0.8)(xr -0.9) - 苑 .6706709(r -0.7)(x -0.9) 
+31.08049840x -0.7)0x5 0.8) 
将 它 展 开 可 得 
PCx) = 1.046875165 -0.159260044x -0.3480631572x: 
通过 类 似 的 计算 可 得 到 经 过 点 (0.6, ecoa{0.6)),10.7,cos(0.7)),(0.8,coe(0.8)) (0.9， 
cosft0.9)，1.0,oos(1.0)) 的 4 次 多 项 式 pz)， 
Po( xs) =0.998452927 +0.009638391x -0.52329134122 
+0.026521229x3 + 0.028981100x4 
对 这 些 多 项 式 进行 微分 ,可 得 六 (0.8) = - 0.716161095 和 六 (0.8) = -0.717353703 ,与 
表 6.2 中 h=0.1 下 面 的 侦 相符 。p (xs) 和 Bakz) 以 及 它们 在 点 (0.8,eosf0.8) ) 的 切线 分 别 如 图 
6.5(a 和 图 6.S(b)? 所 示 。 
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图 6.5 (a) = eos(x) 和 用 来 计算 疡 (0. 信 = Ps(00.8) = - 0.716161095 的 揪 值 多 项 式 mm fs) 的 图 形 
(b) y = eos( xz 和 用 于 计算 产 (0.8) = Pet0.8) = -0.717353703 的 揪 值 多 项 式 mn (x) 的 图 形 
6.1.4 Richardson 外 推 法 


这 一 节 将 重点 研究 式 (3) 与 式 (10) 之 间 的 关系 。 设 乒 =jF(a) = plxo+ 瑟 ), 且 用 
Dotai 和 Do(28) 分 别 表 示 以 产 和 2 为 步 长 ,根据 式 (3) 得 到 的 F(zo) 的 近似 值 , 表 示 为 : 


0) 有 (上 CR (27) 
和 ; 
(2 下] +4CR 28) 
如 果 对 式 (27) 乘 以 4, 并 减 去 式 (28) , 刚 可 消去 包含 C 揭 项 ,结果 为 ; 
377(z]=4Do(h) 一 已 (25) = 人 六 1) _ 矿 ~ 太 -> 二 {29) 


对 式 (29) 进 一 步 求解 A"(xo) ,可 得 ; 
， 4Do( 久 一 Do(27) -3 了 - 1 + 六 : 
上 《xo) 3 
式 430) 中 最 后 一 个 表达 式 是 中 心 差 分 公式 {10)。 
例 6.3 设 扩 zx)=cos(x)。 疡 =0.01 并 利用 式 (27) 和 式 (28) ,说 明 式 (30) 中 的 线性 组 合 (4PD (hh] 
-下 (28)J3 如 何 用 来 求 出 式 {10) 给 出 的 太 (0.8) 的 近似值 。 精 度 为 小 数 点 后 9 位 。 


下 =0.01 并 利用 式 (27) 和 式 (28) 可 得 : 
六 (有 RO0.81) -7 妃 0.79) “0.689498433 -0.703845316 
9 0.05 一 不 斥 


《30) 











< ~-0.717344150 
和 :; 
D (2 < 妈 0. 2 直 0 78) 0. 0 -0 .710913538 
-0.717308275 
式 (30) 中 的 线性 组 合 为 ; 





(0.8) 4D8( 上 厂 jf25) _ 生 = 和 77344150) 【 -0.717308275 ) 


= 一 0.717356108 
这 与 侈 6.2 中 的 直接 用 式 (10) 得 到 的 (0.8) 的 近似 慎 相 同 。 


238 鼓 值 方法 (MATILAB 版 ) 


这 种 从 低 阶 公式 中 推导 出 求解 A(xo) 高 阶 导数 的 方法 称 为 外 推 法 。 相 关 的 证 明 要 求 式 

(3) 的 误差 项 可 扩展 为 一 个 包含 h 的 偶 次 每 的 序列 。 这 里 已 经 看 到 了 如 何 使 用 步 长 玉 和 2 

消去 包含 站 的 项 。 为 了 说 明 如 何 消去 天 ,用 疡 (和 六 (2 分 别 表 示 使 用 步 长 六 和 2 , 根 
据 公式 (16) 得 到 的 精度 为 产 (xo) 的 @( 玉 ?的 近似 值 。 则 近似 值 可 表示 为 : 

让 (= (31) 





和; 





六 (如 ) = -5 上 2 DC 人 +16Gh (32) 


设 (只 为 下 或 什 ,而 有 变化 不 饮 . 央 可 用 候 设 六 (el)=F (oo) 来 消去 式 (310) 和 式 (32) 


中 的 i# ,结果 为 ; 
(as 1 所 五 (2 态 ) 
下 面 的 结论 播 述 了 提高 计算 精度 的 一 般 形式 。 


定理 6.3{ Richardson 外 推 ) 设 六 (zxo) 的 两 个 精度 为 OP2t) 的 近似 值 分 别 为 刀 (已 和 
Di,(21) ,而 且 它们 满足 : 


《33) 


产 (50) = 下 -站 ) 二 et 二 034) 
和 ， 
(00) = 下 -1(2 下 ) 二 45 再 下 十 全 1 天 34 二， (35) 
这 样 可 得 到 改进 的 近似 值 表达 式 ， 





广 (0)= 访 ( 间 + 0 -人 2 二 DC2h) ，o(ho) G0) 

下 面 的 程序 实现 了 精度 为 0( 尼 ) 的 中 心 差分 公式 , 即 式 (3), 可 得 到 方程 在 给 定点 的 导数 
近似 值 。 在 生成 的 近似 值 序列 {Z]} 中 ,六 ;的 中 心 区 间 是 记 的 中 心 区 间 的 十 分 之 一 。 输 出 
为 矩阵 工 = [H'D''] ,其 中 划 是 包含 步 长 的 向 量 ,D 是 包含 导数 近似 值得 向 量 , 已 是 包含 误差 
边界 的 向 量 。 注 意 :函数 了 作为 字符 串 输入 , 即 ' 挛 。 





程序 6.1( 使 用 极限 的 微分 求解 ) 计算 六 (xz) 的 近似 值 ,生成 序列 ; 


， 成 <+I0-5) 一 大 -10-1) 
疡 (z) 二 应 2 号 有 = 0， 
当 | 忆 -已 1 站, - 娓 .或 1D - 忆 -< 多 许 误差 时 停止 计算 。 后 一 个 不 等 式 
用 来 求 最 佳 近似 值 六 (o)= 旋 














function [Ta]= difflim(f,x,tolery》 


和 InPut 上 - 芋 1s the Euneticn input ag 天 号 inG 可 “ 芋 “ 
儿 -is the diterentiatiocn Peint 

委 -DTIet 工 日 七 有 已 tolerance far 上 he erTOL 

负 Output-L = [H?D7?E] 

条 His the vecter FE 折 七 epy 号 工 x 翁 乌 


第 6 章 数值 微分 239 


针 了 1s the Vector of appreximatre derivatives 
负 也 芋 8 上 he vecbor of ErrDr bounas 
争 - 立 1sthe cocradinate DE -he Pest abPFOxXimaticny” 


了 


IaXJL = 二 5 

了 = 1 

HL = Hi 

Dt1)》 =【fevalf(E,x+h) -ftevralfE, 荆 -hzfaxDnhyi 
Rd = 昌 ; 

RLy = 0 


Eor 站 = :3 
-也 = PdLDi 
于 (mi+1) = 5; 
Dtn+1) =(tevel(E, x+an)y -fewvalfEt ,xnhyyyA(2sh)i 
En+1) = abs(Dntn+1)-Dfn)); 
Rn+l)=2xBn+l)x(abstDtnr+r1))+absfDtn))+eps)i 
ertQ 
人 = 2 
Whilet(E(ay> En+1))SCRtny>toler))gan<maxtd 
了 = Pa0 
HGn+ 2 = 了; 
D(n+2) =(teval(f,x+h) -fewvaltt,x-hyaxph)i 
En+2)=absfptna+2)-Dmn+1ly)i 
Rn+2)=2#BEn+2)xfabstDpfn+2))+absfDfn+r1))+ epe) 
了 = 一 + 二 ; 
SIT 吉 


也 = lengthfD) 一 1; 
L=[HDE']; 
程序 6.2 实现 了 定理 6.3(Richardson 外 推 )。 需 要 注意 的 是 , 行 } 中 的 元 素 表达 式 在 数学 
上 等 价 于 式 (36)。 


程序 6.2 (利用 外 推 法 的 微分 求解 ) 求解 产 (x) 的 数值 解 ,构造 包含 近似 值 如 (7 让) ,< 
7 的 表 , 并 将 .六 (*)= D(n,a) 作 为 最 终 答案 。 近 似 值 嘱 ( 六 下 存放 在 下 三 角 和 矩阵 中 。 第 一 
询 是 : 








， 【xz +2- 寺 ) - 诛 x -2 二) 
D(70) -去 -ii 


行 了 的 元 素 为 ; 
poD-p0 iDyaCE-D-Di-Di-D is) 





4-1 











funetion [Derr,relerr,n]= aitftfext(f,xvaelta,toler) 


和 TnPUE -is the functicon input as 己 SETring “人 


条 一 人 0] 并 8 上 he 上 OOLerance FEor the error . 
所 -二 Oler 18 七 he OJLerarce or the relLatiwe error 

多 OutDut ~- D is 二 he matriX of approxtmate derjvatjiweg 

辣 一 rT 工 吕 he erTro bounad 

针 一 工 2LETY 半 LS the etativwe earror boun 纪 


负 -于 计 the CoordGinate of the “beet approximation' 
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err= 1 
工 各 LeITIT 二 工 ; 
上 = 了 
了 = ]# 
DEL ,1)》 =【fEewal(E,X+ 卫 ) ~- fewvalkKt,X- 了 hy)JAC2 sh) 
Wii1e relLerr>toler 呈 ETT> Geltta <13 
了 = hh/2i 
D{(j+T,1) =(tewvalf,X+hhy - fewvalf,x-h)Aa 关 yi 
for K=1 
Dj+TK+1)=Dj+1lky+D+1 kk -DO k)AMCSK) -1); 
entd 
err = abs(D(j+1,j+1)-D0 yi 
relerr =2x errA(absfD(jJ+1,j+1))+absfDf ,+epg)i 
了 = 了 于 +15 
emn 马 
[n,n] = sizeltD); 


导数 近似 值 的 练习 


， 设 扎 所 )=sin(zs),x 用 弧度 表示 。 


(a) 步 长 分 别 为 总 =0.1, 产 =0.01, 关 =0.001, 利 用 式 (3) 计 算 六 (0.8) 的 近 位 值 。 精 度 
为 小 数 点 后 8 位 或 9 位 。 
《hb) 与 值 A(0.8) = cos(0.8) 进 行 比较 。 
《e) 计算 截断 误差 (44) 的 边界 。 对 所 有 情况 使 用 : 
Le)1 scos(0.7) 一 0.764842187 


， 设 大 s)=e。 


《a) 步 长 分 别 为 天 =0.1 大 =0.01, 大 =0.001, 利 用 式 (3) 计 算 六 (2.3) 的 近似 值 。 精 度 
为 小 数 点 后 8 位 或 9 位 。 
(P) 与 值 六 (2.3) = e? 进行 比较 。 
{c) 计算 裁 断 误 差 (4) 的 边界 。 对 所 有 情况 使 用 : 
Face 二 4 一 11.02317638 


- 访 zy=sin(x),x 用 引 度 表示 。 


(a) 步 长 分 别 为 上 =0.1 和 大 =0.01, 利 用 式 (10) 计 算 六 (0.8) 的 近似 值 ,并 与 广 (0.8) = 
cos0.8) 进 行 比较 。 
《b) 利用 式 (29) 中 的 外 推 公式 计算 (a) 中 产 (0.8) 的 近似 值 。 
《os 计算 截断 误差 (11) 的 边界 。 对 所 有 情况 使 用 ， 
LA (ec)Ts oos(0.6) 0.825335615 


。 设 克 zx) 三 全。 


(此 长 分 别 为 总 =0.1 和 六 =0.01, 利 用 式 (10) 计 算 六 (2.3) 的 近 他 值 ,并 与 记 (2.3) = 
e2 进 行 比 较 。 
(b) 利用 式 (29》 中 的 外 推 公式 计算 (a) 中 六 (2.3) 的 近似 值 。 
《c) 计算 截断 误差 式 (11) 的 边界 。 对 所 有 情况 使 用 
LA (ee 一 12.18249396 
比较 数值 微分 公式 (3) 和 (10)。 设 妃 z) = 妈 , 求 解 产 ( 轨 的 近似 值 。 
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《a) 声 =0.05, 利 用 式 (3)。 

(hb) 疡 =0.05, 利 用 式 (10)。 

《ce) 计算 截断 误 关 式 (4) 和 式 ({11) 的 边界 。 
6._ 【〈a) 根据 泰勒 定理 证 明 ， 


Hz+ 间 = 所 0)+ 甩 (+ Ce -zlc 


(b) 根据 (a) 的 结论 ,证 明 式 (2) 中 的 差 商 的 误差 精度 为 O(h) = -12 (ec)12。 
(e) 为 何 式 (3? 优 于 式 (2)? 

7 偏 微分 公式 。 扰 x,y) 关 于 * 的 偏 导 廊 (z,y) 可 通过 固定 y 并 对 x 求 导 得 到 。 同 理 ， 
几 zy) 关 于 7 的 候 导 六 (x,y) 可 通过 固定 x 并 对 7 求 导 得 到 。 修 改 式 (43) 可 得 到 偏 导 
表达 式 ， 





(四 = 下 2 外国 有 二 有 0O( 和 ) 
方 (六 = 丰 2 了 十 册 二 太 和 站) 0O( 且 ) G 


() 设 厌 z,7) = 示人 xz+y)。 步 长 分 别 为 严 = 0.1,0.01 和 0.001, 用 (i 中 的 公式 , 计 
算 上 (2,3) 和 方 (2,3) 的 近似 值 。 与 通过 对 /xz,y) 求 仿 导 得 到 的 值 进行 比较 。 

(b) 设 == 扎 xz,7) = arctan(y/x),z 用 弧度 表示 。 步 长 分 别 为 上 =0.1,0.01,0.001。 用 
(中 的 公式 计算 A(3,4) 和 万 (3,4) 的 近似 值 。 与 通过 对 F(x,y) 进 行 贪 导 后 得 到 的 
结果 进行 比较 。 

8 补充 说 明 根 据 式 (31) 和 式 (32) 得 到 式 (33) 的 细节 。 

9 《a) 证 明 式 (21) 是 使 式 (20) 的 右边 最 小 化 的 天 值 。 
《b) 证 明 式 (26) 是 使 式 (25) 的 右边 最 小 化 的 天 值 。 

10. 电压 值 马 = 世间 满足 关系 式 如 (0 = 艺 (d 权 ) + 否 ( 划 ,其 中 民 是 电阻 ,是 电感 。 设 
工 =0.05, 眉 =2, 人 而且 天 全 的 值 如 下 表 所 示 ， 











《a) 通过 数值 微分 , 求 愉 (1.2) ,并 用 它 计 算 互 (1.2)。 
《bj 比较 计算 结果 和 忆 i) = 10e -wsinf28。 
11. 一 个 物体 的 运动 距离 也 = Bi) 如 下 表 所 示 ; 
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{a) 通过 数值 微分 求 速率 YL10) 。 
(b) 比较 计算 结果 和 也 ( 旨 = -70+71+70e 加。 
设 斥 x) 如 下 表 所 示 。 固 有 的 售 人 误差 的 范围 为 er1<s5x 10…。 在 计算 中 使 用 舍 人 值 : 


所 east 二] 
四 .45360 
站 -3471 
站 .35329 
,36236 
站 ,和 8143 
剖 . 咎 302 
避 ,267 驳 





(a) 卢 =0.1, 声 =0.01, 天 =0.001, 用 式 (17) 求 解 六 (1.2) 的 近 亿 和 值 。 
(hb) 比较 计算 结果 和 三 (1.2) = - sin(1.2)= -0.93204。 
《ec) 针对 (a) 中 的 三 种 情况 求解 (19) 中 的 总 误差 界 。 


. 设 捕 z 如 下 表 所 示 。 因 有 的 舍 人 误差 范围 为 ee1<s5x 芭 - 。 在 计算 中 使 用 舍 人 值 ， 


六 xz)= pfsz) 





(al) 8 =0.1,8=0.018=0.001, 用 式 (17) 求 解 7 13.0) 的 近似 值 。 
(b》 比较 计算 结果 和 六 (3.0) = 椰 =0.33333。 


《cec) 针对 (a) 中 的 三 种 情况 求解 式 (19) 中 的 总 误差 界 。 

设 扰 ) 值 的 精度 为 小 数 点 后 3 位 ,固有 伟人 误 善 为 5x 10:。 而 且 假 设 1 (ec)1 < 
1.5 且 1 (es1.5。 

(a) 求 式 (17) 的 最 佳 步 长 六 。 

(b) 求 式 (22) 的 最 佳 步 长 

设 扎 zx) 的 值 如 下 表 所 示 。 轿 有 售 人 误差 界 为 le ls<5x10-。 在 计算 中 使 用 含 人 值 : 





区 | 天 Y) = eoa(Y) 
1.000 四 .34030 
1.100 办 , 牺 360 
1.198 站 .36422 
1.1 叹 日 ,36329 
1.200 .36236 
1 .201 0. 宾 143 
1.202 站 .36049 
1.300 媳 ,26750 
] .已 站 .16097 
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{a) 声 =0.1, 天 =0.001, 用 式 (22) 求 . 产 (1.2) 的 近 亿 值 。 
(DB) 针对 (a) 中 的 两 种 情况 求解 式 (24) 中 的 总 误差 界 。 
16. 设 大 2 的 值 如 下 表 所 示 。 因 有 的 舍 人 误差 界 为 1e1 近 35x10。 在 计算 中 使 用 舍 人 





值 ; 

革 扎 # = mnfz) 
2.800 02962 
2.900 1.06471 
2 .90 1 0795 
2.909 1 .的 828 
3.000 1.09861 
3.001 1.09855 
3.002 1.09928 
3.100 1.13140 
3.200 1.16315 





(a 天 =0.1 瑟 =0.001, 用 式 (22) 求 广 (3.0) 的 近似 值 。 
(pb) 针对 {g 中 的 两 种 情况 求解 式 (24) 中 的 总 误差 界 。 


6.1.6 算法 和 程序 
1， 用 程序 6.1 求 解 下 列 函 数 在 * 处 的 导数 近似 值 , 精 放 为 小 数 点 后 13 位 。 提示 : 有 必要 
改写 程序 中 maxl 的 值 和 上 的 初始 值 。 
(al 访 x) = 邱 x -32s 1233x5 47 -7Tx= TAN 了 3 
_ 5 + sinx 1 +YS 
四 7a=am( oa 全 攻 有 jj- 
(oj 扩 x) = sinfoosflx))sx= 1TN2 
《gj 六 zx)=sinfz -322 +6x 二 8) -2 


(e) F(xz)= 和 ix=0.0001 

2 修改 程序 6.1, 实现 精度 为 O( 大 ) 的 中 心 差 分 公式 (10)。 用 这 个 程序 求解 问题 ! 中 给 
红 的 函数 导数 的 近 亿 值 。 精 度 为 小 数 点 后 13 位 。 

3， 使 用 程序 6.2 求解 问题 1 中 函数 导数 的 近似 值 。 精 度 为 小 数 点 后 13 位 。 提 示 ; 有 必 
要 改变 em,relem,h 的 初始 值 。 


6.2 数值 差分 公式 


6.2.1 更 多 的 中 心 善 分 公式 


在 前 面 的 小 节 中 ,求解 . 亚 ( am) 的 公式 需要 可 计算 丽 数 在 末 巡 的 值 ,所 以 它们 被 称 为 中 
心 差分 公式 。 可 用 泰勒 级 数 构造 求解 高 阶 导数 的 公式 。 般 常 选 择 精 度 为 0( 杞 ) 和 DC) 的 
公式 ,如 表 6.3 和 表 6.4 所 示 。 在 表 中 ,我 们 约定 对 大 = -3, -2 - 1,0,1,2.3, 有 斥 = FUxo + 
厂 )。 
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为 了 说 明 问 题 ,下 面 用 泰勒 展开 式 推导 表 5.3 中 精度 为 OP ) 的 . 户 (xz) 的 公式 。 其 展开 
式 为 : 





(+ 有 -Fa + 有 (+ Ca) :0 G) 
表 6.3 精度 为 CO[ 玉 ) 的 中 心 差 分 公式 
广 (ac 三 和 
六 (ao]= 丰 -2 人 


) 户 -20+21 1-: 
6 (oj 


(0) _ 右 - 屿 1 + 六 





表 6.4 精度 为 Of 六) 的 中 心 半分 公式 





， 一 疙 +8 -时 -+ 
六 (= 1 





一 直方 - 蕊 本 六 1- 玫 
ef 产 + 广 站 六 一 六 








一 当 疡 -~ 13 137 -中 六 _ 
An 六 +S8P 由 + 


Am) ~ 万 +12 -3 区 + 缉 记 -39 + 
6 好 











和 :az- 朋 = 成 O- 入 (全 + 在 廊 罗 -下 大 全 方 侈 - 四 
， 将 式 (D 和 式 (2) 相 加 ,将 消去 包含 奇数 导数 /"(z), /az) ,Fo (z)，…- 的 项 ,表示 为 ， 
Hz+ 间 + - 间 =2100+ 入 记 全 42 记 人， (31) 


求解 式 (3) 可 得 /"(x) ,表示 为 : 
六 (xz)= Ce 一 37 和 ) 人 2) 


2 及 FoO(x) 人 下 站 2 2 Y 
7 (4) 


如 果 将 式 (4) 中 的 序列 在 4 阶 导数 处 进行 截断 , 则 在 区 间 [x - &,* + 天] 内 有 一 个 值 , 满 
足 : 





(加 = 人 丰胸 + Pet 人 
这 样 可 得 到 /"( zx) 近似值 的 公式 ， 
Jr(ma)= 几 -29+ 大， (6) 
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- 例 6.4 设 大 x)=ceosfxz) 
(al) 六 =0.1.,0.01.0.001, 利 用 式 (6) 未 解 产 (0.8) 的 近似 值 。 精 度 为 小 数 点 后 9 位 。 
(b) 比较 计算 结果 和 真实 值 F"(0.8) = - enos(0.8)。 
{a) 当天 =0.01 时 ,计算 过 程 如 下 : 
(0.8) Ri0.80b 二 80 十 六 0.79) 


1 689498433 一 0 696706709) +0.703845316 
0.0001 








= 一 人 0.696690000 
{b) 近 己 慎 结 果 的 误差 为 -0.000016709。 其 他 的 计 工 如 表 6.5 所 示 。 在 误差 分 析 中 ,将 
解释 在 此 俩 中 为 何 产 =0.01 是 最 住 的 。 


表 6.5 求解 例 6.4 中 广 {z) 的 数值 近似 值 









式 (6) 
得 出 的 近似 值 
-0.696126300 
-0.696690000 
-0.606000000 









-0.0005830409 
一 0.000016709 


真 =0.1 
点 = 中 .人 







6.2.2 误差 分 析 


设 扩 = 和 + 人 其 中 心 是 计算 As) 产 生 的 误差, 包括 测量 中 的 噪音 和 伟人 误差 , 则 式 (6) 
可 表示 为 ， 





(ma) = 王 二 9 二 1 + (用 ) (7) 
式 (7) 中 数值 导数 的 误 莽 项 玉 ( 有 ,六 包 含 伟人 误差 和 截断 误差 ， 
BE 用 = 生生 Ce) (8) 


如 果 设 每 个 误差 w 的 量 级 为 e, 同 时 误 盖 是 累积 的 ,而 且 1Fe(x)1si 订 , 则 可 得 到 如 下 的 
误差 界 ， 
1 五 (六 Ts 入 + 地 {9) 
如 果 疡 较 小 ,出 售 人 误差 带 来 的 4e/ 忆 就 会 较 大 。 当 天 较 大 ,这 只 2112 会 较 大 。， 瑟 可 通过 
求 下 式 的 最 小 值得 到 最 佳 步 长 ; 


(人 = 短 + 区 00) 
设 r (8) = 0, 可 得 出 -8gs/ 玉 + 针 丘 =0, 即 姑 = 48e/ 开 ,这 样 可 得 到 优化 值 ; 
5( 汐 ) om 


当 将 式 (10) 代 人 例 6.4 中 ,使 用 边界 LU (zs)1s ieos(zJ1<1i=W 和 值 e=0.5x10-* .可 得 
到 优化 步 长 为 产 = (24x 10-11) =0.01244666 ,而 且 可 看 到 天 = 0.01 时 最 接近 优化 值 。 
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由 于 售 人 误差 部 分 与 放 的 平方 成 反比 ,所 以 当 声 变 小 时 ,这 一 项 会 变 大 。 这 有 时 称 为 步 
长 的 两 难 问 题 。 对 此 问题 的 一 个 部 分 解决 方法 是 用 一 个 高 阶 公式 ,这样 可 以 用 较 大 的 产值 可 
得 到 需要 精度 的 近似 值 。 表 5.4 中 求 精 度 为 CQ P) 的 PCxo) 的 公式 为 ; 
-上 +16 -306+161. -六 ， 





jxo) = 本 + 百 ( 广 睫 ) 《12) 
式 人 12) 中 的 误差 项 有 如 下 表达 式 ， 
已 殷 = 68 + 人 Ce) (13) 
这 里 e 位 于 区 间 [* -2 太 ,x+2 天 ]。1 吾 (六 无) 的 界 为 ; 
CPPDTsS + 和 (14) 
其 中 LRCx)1 过 时。 下 的 优化 值 为 : 
kh= (240e] (15) 


例 6.5 设 护 xx)=cosfx) 
《Ba 天 =1.0,0.1,0.01, 利 用 式 (12) 求 产 (0.8) 的 和 近似值。 精度 为 小 数 点 后 唱 位 。 
〈b) 比较 计 工 结果 和 真实 值 放 (0.8) = - coal0.8)。 
【ce) 求 优化 步 长 。 
{aj 当下 =0.1 时 ， 
Fe(0.8) 一 丰 1.0)+16K0.9) -30f0.8) +16700.7) - 态 0.5) 
0. 和 到 











”一 0.540302306+ 9.945759488 - 20.9120127 + 12.23747499 - 0.825335615 
的 0D.12 


= - 0.696705958 
《hb) 计算 结果 的 误差 为 -0.000000751。 其 他 的 计算 丫 果 和 误差 如 表 6.5 所 示 。 

《e) 当 采 用 式 (15) 时 ,可 使 用 边界 | Fo (xz)1 seos(z)1 sl1= 于 和 值 s=0.5x10-9。 根 据 
这 些 值 可 得 到 优化 步 长 及 =(120x 10-971)w% = 0.070231219。 


表 6.6 例 6.5 中 求解 产 [ X]) 的 数值 近似 什 








一 般 来 说 ,如 果 进 行 数值 微分 计算 ,计算 结果 只 有 计算 机 表示 能 力 的 一 半 精 度 。 除 非 俗 巧 
找到 一 个 优化 步 长 , 否 出 通常 会 丢失 多 位 有 效 数 字 。 所 以 在 进行 数值 微分 计算 中 ,要 小 心 处 
理 。 当 对 精度 有 限 的 试验 数据 进行 计算 时 , 困难 更 大 。 如 果 必 须根 据 数据 集 求 数值 导数 时 ,应 
该 先 用 最 小 二 乘法 进行 曲线 拟 合 ,然后 对 曲线 冰 数 进行 微分 。 
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6.2.3 拉 格 朗 日 多 项 式微 分 


如 果 函 数 必须 在 和 的 某 一 边 计算 , 则 不 能 使 用 中 心 差分 公式 。 位 于 m 的 右边 (左边 ) 的 
等 距 横 坐 标的 公式 称 为 前 向 (后 向 ) 差 分 公式 。 通 过 对 拉 格 衣 日 插值 多 项 式 进 行 差分 可 得 到 这 
些 公式 。 一 些 常用 的 前 向 和 后 向 差分 公式 如 表 6.7 所 示 。 
表 6.7 精 诬 为 01 好 ) 的 前 向 差分 公式 和 后 向 莽 分 公式 








(om 一 35 寺 -在 前 向 微分 
7 后 向 微分 
ro)= 加 -雪人 前 向 微分 
(mv 和 -3 后 向 微分 





一 5 内 +18 - 丈 于 方 -3 
(am +18 2 六 - 3A 


5 为 -181-+4F -114 3 +T37_ 
(ij= 开 -的 -2 二 引 -4 





刘 铂 -141+268 246+1- 纺 
天 (ao 而 








Ai 和 因 -JW-1+267-a 2- +17.，_27 ， 
和 
例 6.6 推导 公式 ; 
1(oo)= 和 =- 攻 3 亿 - 太 


基于 4 点 woysiyzayzs 的 扎 人 的 拉 格 朗 上 日 揪 值 多 项 式 为 ， 
人 站 二 六 (一 人) fx 人 -we 一 2 





X0 一 51 ao 一 和 有 30 一 353] + 太 《和 IT 一 oz)o ~ 区) 
《EX0 一 32) 人 一 oo) 人 -3 如) 








+ 户 《x2 一 50 氏 xa X1 儿 2a 一 49 了 + 《xs 一 如 123 ~ 好 作 和 9 一 知 1 
对 上 式 未 两 次 导 可 得 ， 
2 人 2)+( 人 一 2) 人 人) 20(08- 20)+(E 一 2) + 人 2) 
7 (= 及 (ao 一 妇 并 加 一 和 二 坟 】 + [CI IE 芭 
200 -so)+fi2)+[ 一 2 200t- so) 人 一]+CE 各 ) 
+ (wx 一 和 二 + 广 CT 
用 守 = 5 志 拉 并 根据 习 -和 =(i- 门 ,可 得， 
间 2 人 (5 一 4i)+[(xo-wo)+(xo- 和 ) 
三 (xzo)m 万 [To 
冻 4xo 一 xz)+{ao 一 知人 ) 
+ 攻 和 | 一 5 并 gl 一 22 包 寻 一 %s) 
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2((xo -woy+(xo 一 和 + xn 一 5 
+ 万 [ 二 和 1 儿 区 2 - 司 

2f(xzo -A++(z0-a)) 
+ 态 四 
244 一 下) +( 一 2) +【 一 3 4 大 20 二 人 一 2 下 ) + 人 《一 3 用 
= 一 有 (2 二 入 TI 

2(《0) +( 一 半生 3 下 7) 26409) +( -上 ) + 一 2 
+ 户 ” TURN + 及 了 区 于 7 




















一 [2 吕 一 吕 天 一 6 2 厂 - 和 4 六 - 
= 六 二 6 二 万 让 + 万 二 7 + 轧 6 和 =- 各 - 六 二 2 户 - 太 
这 样 款 得 到 了 所 需 公式 。 


例 6.7 推导 公式 





Jr(io)v 二 玉 2- 引 
基于 5 点 2,Uiyzayasixy 的 扎 抽 的 拉 裙 衣 日 揪 慎 多 项 式 为 ， 
(2 一) 
由 一 有 了 吉 二 训 江 区 让 JR 地 
{ 一 5 人 ta 和) 
+ 天 1 一 池 0 X1 一 和 2 Xi1 一 %3 区 | 一 和 芝 4 
《20 和) 
Ma 一 Mo 儿 za -21 移 2 一 光 3 人 和 2 一 光 4 
1 人 022) 
TCR IC 29IE 7 
【一 wo 一 和 wa)ft- 3) 
+ 六 和 4 一 0 儿 和 4 一 光 外 于 一 %2 一 3 
对 上 式 炒 3 次 导 , 将 替换 拉 一 为 = 人 一 万 代入 分 母 中 可 得 : 
加 人 人 + 
7 (023 
4 人 人 和) 人 如)+(E 一 地 ) (一 和 )) 
1 《PC -及 二 2857 一 3 
+ EL 和 ) 十 《一 区) 二 《一 4s ] 二 《一 和 ) 
《2 人 一 天 人 2 
六 GL- xo) +(t-s%i)+(E 一 %a2jd+ (ri 一 24)) 
卫 严 狼人 产儿 具 氏 一 丙 
ae Mo 二 35) 二 322) 0)) 
【4 六 3 天 人 2 部 天 无】 
在 式 # -为 = 如 -和 = 所 中 售 f= 如， 可 得 ; 
(ms 太 多 人 六 二 (3 二 35)+(4)) + 多 @++ 人 2 二 (3 二 (4)) 





+ 产 





























+A GO+(- 如 二 3 二 (= 人 + G(0) 二 全 52) 二 (4 
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GO + (一下 + 一 2 + 一 38 
可 











+ 2 六 
一 的 下 一 48 具 人 2 玉 一 30 产 
= 办 2 和 4 + 扩 汉 丰 了 4 汪 + 太 二 二 太 哲 呈 4 + 天 了 4 下 


一 5 厂 +18 - 2 了 14 户 -3 六 





这 样 就 得 到 了 所 需 公式 。 
6.2.4 牛顿 多 项 式微 分 

在 这 一 节 , 将 研究 用 于 求 F(m) 近 但 值 .精度 为 嫩 (本 ? 的 3 个 公式 之 间 的 关系 ,并 给 出 计 
算数 值 导数 的 一 般 算法 。 在 4.3 节 中 可 看 到 根据 点 bo, ,已 ,使 用 下 列 2 次 牛顿 多 项 式 P(1) 
近似 产 妆 )， 

下 让 = 0+ET 人 一 扣 ) 二 esf 一) 一 旺 ) 【16) 
这 里 好 = 扰 必 ) ai = (所 三 》 一 成 有) 一 5), 且 : 
不 本 一 戌 三) ) -大 ) 











z 一 志 zi 一 四 

人 一 《 扣 一 的 
已 ( 划 的 导数 为 : 

己 ( 站 =GToatfi 一 吉 )+( 人 一 ) {17) 
而 且 当 # = 与 时 ,结果 为 : 

天 (6) = ai+eaf( 名 一 ) 天 (io) (18) 
用 于 式 (16) 到 (18) 的 点 集 {z#]} 不 必 是 等 距 的 。 选 择 不 同 的 横 坐 标 可 导致 不 同 的 求解 

(的 近 似 值 的 公式 。 


情况 人: 如 果 如 =x,0 =x+jki=x+28, 刚 : 
oo = A++ 乓 和 


大 拉 -27(Y+ 丰 ) 二 大 光 十 2 下) 
这 


当 将 这 些 值 代 人 式 (18) 中 ,可 得 到 : 
P(z) = 站 2 同一 丰 0) 二 下 2 二 2 t 二 = (xz 2 
2 
通过 化 简 可 得 : 
忆 (z) = 二 Na) +47ar = (zt+28) rs) Le 


这 就 是 六 (xz) 的 一 阶 前 向 差分 公式 。 
情况 ( 划 : 如 果 加 =z =x+hb=xz- 上 二, 则 ; 


-全 <+ 有 信和 ) 
ea 2 -ax 多 一下) 
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当 将 这 些 值 代 人 式 (18) 可 得 : 
严 ( ) = 及 <+ 吕 一 全 x) -Fw+i)+2Fz) -7 下) 
人 3 


通过 化 简 可 得 : 





普 (= 下 下 多 二 大 和 全 wx) (20) 


这 就 是 A(xz) 的 二 阶 中 心 差分 公式 。 情 况 ( 备 ) :如果 名 =2 避 = 下 = 和 2, 则 ; 
加 X 六 4 大 # 一下) 
1 一 下 


和 -2Kz- 间 + 达 -2 用 
了 2 一 了 站 





将 这 些 值 代入 式 (18) 并 进行 化 简 可 得 ; 
疡 (= 光 夺 -4 十 帮 2) 7(a] CD) 
这 就 是 扩 允 z) 的 二 阶 后 向 差分 公式 。 
根据 点 名, 二 近似 扰 呈 的 站 次 牛顿 多 项 式 表 示 为 ， 
有 (上 遇 =ao+GitE 一 和 + 人 一 扣 ) 人 一 旺 ) 
+ Ga (一 吉 有 人 一) 和) 《22) 





已 ( 纪 的 导数 为 : 
忆 (和 = Gift 一 有 + 二) 


十 CE 一 在 有 二 人 


+ 和 +enw>l [0) 《23) 


当 在 ，- 处 计算 挛 (时 , 式 中 有 许多 项 为 零 , 则 严 (5) 可 简化 为 ， 
书 必 吉 ) = 上 十 G( 和 一 有 Gos( 翅 一 二 六 才 一 下 二 和 
+ GEi 区 一 和 并 印 一 起 史 色 一 丰 ) 和 (可 一 区 (24) 
式 (24) 右 边 的 第 上 个 部 分 和 是 根据 前 上 个 点 的 k 次 牛顿 多 项 式 的 导数 。 如 果 : 
| 一 和 | 县 4 贡 一 中 | 生生 1 一 押 | 县 攻 才 0] 

形成 在 实数 轴 上 的 N+ 1 个 等 距 点 , 则 第 上 个 部 分 和 是 精度 为 0 上 -2) 的 产 (5) 的 近 做 
值 。 

设 = 5。 如 果 有 5 个 点 二 =x+ 希 =0,1,2,3,4, 则 式 (24) 等 价 于 精度 为 D( 吕 ) 的 
Fo 的 前 向 善 分 公式 。 如 果 有 5 个 点 训 三 4 有 二 和 二 下, 所 三 一下, 扫 二 和 十 2 
则 式 (24) 是 精度 为 O( 到 ) 的 F(x) 的 中 心 差 分 公式 。 当 5 个 点 是 六 = x -大 ,=0.1.2.3.4 
时 , 式 (24) 是 精度 为 Di 的 广 ( sz) 的 后 向 差分 公式 。 

下 面 的 程序 是 程序 4.2 的 扩展 ,可 用 来 实现 式 (24)。 数 据点 之 间 不 需要 等 距 , 而 且 它 只 计 
算 一 点 的 导数 F(x)。 
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程序 6.3 (基于 N+1 个 点 的 差分 求解 】 通过 构造 下 列 N 次 牛顿 多 项 式 求解 放 (x) ] 
的 近似 值 : 
王 (Yj]= ao+eatgx 一 3 各) 十 Go 一 Moifr 一 和 7) 
十 3f 和 一 人 站 和 一 生计 和 一 区 十 
将 广 (xz 一 疡 (zxo) 作 为 最 终结 果 。 在 z 处 使 用 这 个 方法 。 可 通过 重新 排列 点 的 顺 
序 为 1 00 来 计算 请 人 一 严 (z) 








Elinction [af] = aiftfnewtX,Y) 


站 TBUt -和 二 Sthe 1Txm abseissa vector 


条 -YIS the 1xn Drainmnate YectcI 

负 OutBULE 一 到 工 8 he 1 wector Containins the Coeffttciernts of 
针 the NEdegres Newtton belymnonial 

上 -dift is the apbproxlrmate erivative 

匀 = 下 

人 = lengthtX)i 

fcor 村 =2: 林 


EC K= 了 I: ~- 工 霖 
Rakkjy = 人 (atk) 一 aK-T1)MKXK) -SOK- 了 +TLD)3 
emd 
end 


X= 光 工 ) 

GE =RA(2) 

Erod = 1; 

nl=1lengthfa) 一 Ti; 

for KK = 2:nl 
BIed= PrcaQr rrx0O 一 XXX)); 
QE = df+proqaxRafk+1)5 

el 口 


6.2.5 数值 微分 公式 的 练习 


1， 设 Zxz)=Jn(x), 保 证 计算 精度 为 小 数 点 后 8 位 或 9 位 。 
(a) 产 =0. 好 ,利用 式 (6) 计 算 产 (5) 的 近似 值 。 
《bb) 天 =0.01 ,利用 式 ( 鲍 计算 产 (5 的 近似 值 。 
(ec 五 =0.1, 利 用 式 (12) 计 算 产 (5) 的 近似 值 。 
《d) 上 述 答案 中 , 娜 个 最 精确 ? 

2， 设 卢 *) = eos(x) ,保证 计算 精度 为 小 数 点 后 8 位 或 9 位 。 
(al 中 = 0.05, 利 用 式 (6) 计 算 关 (1) 的 近 估 值 。 
《p) 有 =0.01 ,利用 式 {6) 计 算 产 (1 的 近似 值 。 
(e) =0.1, 利 用 式 (12) 计 算 产 (1) 的 近 他 值 。 
《山上 述 答案 中 ,哪个 最 精确 ? 
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3， 设 Kx) = m(z) 的 数据 值 如 下 表 折 示 ,精度 为 小 数 点 后 4 位 : 


多 天 引 =jm(s) 








《a) 严 =0. 吧 ,利用 式 (6) 计 算 产 (5) 的 近似 值 。 
《b) 五 =0.01, 利 用 式 (6) 计 算 F”(5) 的 近似 值 。 
《c) 天 =0.05, 利 用 式 {12) 计 算 产 (5) 的 近似 值 。 
《d) 上 述 答案 中 ,哪个 最 精确 ? 
4， 设 灵 zx) = cos(x) 的 数据 值 如 下 表 所 示 ,精度 为 小 数 点 后 4 位: 
所 了 = of 








(a) 严 =0.05, 利 用 式 (6) 计 算 产 (1i) 的 近似 值 。 
《 且 天 =0.01, 利 用 式 (6) 计 算 PC1) 的 近似 值 。 
(e) 六 =0.05, 利 用 式 (12) 计 算 A"(1) 的 近似 值 。 
《d) 上 述 答案 中 ,哪个 最 精确 ? 
5.， 太 =0.01 ,利用 数值 微分 公式 (6) 求 下 列 闭 数 的 F*(1) 的 近似 值 ; 


(ay 扰 z) = 和 《by 扰 2) = 和 
6， 天 =0.1, 利 用 数值 微分 公式 (12) 求 下 列 函 数 的 AP"(1) 的 近似 值 。 
《a) 扰 二 ) = 2 (by 大 x》 = 和 


7. 对 FAx+h),Fx-a), x+25), fx-28) 进 行 泰 勤 展开 并 推导 中 心 差分 公式 ， 
) 所 十 37) 一 27x+ 天 ) +2 【< 一 下 一 汽 x -2 和) 
(zx 


38， 对 大 二 + 下 ) 扰 二 一 交 ) Kx 二 2 有 7 - 25) 进 行 泰勒 展开 并 推导 中 心 差分 公式 ， 
Ho(z)= 区 zt+28 -4Cxs+ii+Gf0z) -4Kz- 有 +7x 一 2) 
下 4 


9 根据 下 表 中 的 4 个 数据 点 ,求解 精度 为 DO ) 的 . 疡 (xx) 的 近 介 值 。 
《ay . {b) 











天 和 
几 , 了 41120 
必 ,04]581 

~ 下 ,做 品 允 

-0.157746 
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10. 利用 近似 值 表 达 式 ; 
1 人 -ar 人 -全 
推 必 近似 值 表达 式 ; 





Fo) 如 -区 3 
11. 根据 式 (16) 到 式 (18) ,基于 点 如 =x, 扣 =x+piba=x+3p) 推 导 求 解 .As) 的 公式 。 
12. 根据 式 (16) 到 式 (18) ,基于 点 如 =x,0 =x~F, 加 =z+275 ,推导 求解 F( xz 的 公式 。 
13. 特定 微分 方程 的 数值 解 需要 精度 为 -DO( 忆 ) 的 F(z)+ (zc) 的 近似 值 。 
(a) 通过 对 精度 为 CO(F) 的 六 (xz 和 产 (z) 求 和 , 求 产 (x) + sz) 的 中 心 差分 公式 。 
(b) 通过 对 精度 为 D( 形 ) 的 F(*)》 和 F(z)] 求 和 , 求 f"(x) +F(z) 的 前 向 差分 公式 。 
(e) 如 果 将 求解 广 (x) 的 精度 为 0( 忆 ) 的 公式 与 求解 关 (z) 的 精度 为 0O( 居 7 的 公式 
相 加 ,情况 会 怎样 ? 
14, 找 出 下 面 论述 的 问题 。 通 过 素 勤 公式 可 得 到 如 下 表达 式 ; 


He 问 = 扩 -及 (+ 人 人生 六 (0 





和 
Hz -月 =Ko)- 厅 (+ 二 万 ( 二 - 丰 庆 () 


将 它们 相 区 可 得 : 
xx 一 天)+ 扑 二- 下)=2F0x)+ 了 (wx). 
并 可 得 到 求解 的 精确 公式 ; 


Po(z)= 成 % 十 下 ) 二 2 + 并 % 一 丰 } 


6.2.6 ”算法 和 程序 
1. 修改 程序 6.3, 使 得 可 以 用 它 计 算 已 (zw ), 央 =1,2，…, 放 +la 


第 7 章 数值 积分 


数值 积分 是 工程 师 和 科学 家 使 用 的 基本 工具 ,用 来 计算 无 法 解析 求解 的 乍 积分 的 近似 答 


案 。 
在 统计 热 动 力学 中 ,计算 男性 的 热效率 的 德 至 (Debye) 模 型 中 有 如 下 函数 ， 


和 (zx) = 上 LE 
由 于 不 存在 @(x) 的 解析 表达 式 ,必须 用 数值 积分 方法 来 得 到 近似 值 。 例 如 ,@(5) 是 在 0 一 上 < 
$ 上 曲线 7 = 大 英 =8e -1 之 下 的 面积 (网 图 7.1)。 亚 (5) 的 数值 近似 为 : 





秋 7.1 0<s4<s35 上 曲线 y= 成 昌之 下 的 面积 
更 ($) 的 数值 近似 为 : 
下 (5) =- 上 记 | ~ 4.8998922 
下 2) 的 每 个 值 必须 由 另 一 个 数值 积分 求 得 , 表 7.1 列 出 了 在 区 间 [1,10] 内 的 一 些 近 似 
值 。 


































雪 ?.1 员 ( 2 的 值 
Y 亚 (x) 
1.0 站 .2248052 
2 儒 1.1763426 
3 2.5522185 
秆 .0 3.8770542 
5.0 4.8998922 
6.0 .5858554 
7.0 石 .0031690 
8.0 看 .2396238 
9.0 6.3665739 

















看 .4319219 
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本 章 的 目的 是 导出 数值 积分 的 基本 原理 ,在 第 9 章 中 ,数值 积分 公式 被 用 来 导出 微分 方程 
求解 的 预报 - 校正 方法 。 


7.1 积分 简介 


数值 积分 的 目的 是 通过 在 有 限 个 采样 点 上 计算 扎 *) 的 值 来 遏 近 /(z) 在 区 间 [e ,内 的 
定 积分 。 


定 兴 7.1 设 站 = 和 0 改天 < … 和 < xy 形 如 : 


8[ 站 = 这 om)= eofla)+we)+ 和 +aur(ay) (D) 
且 具 有 性 质 ， 


| au - 0[ 朋 + [有 (2) 


的 公式 , 称 为 数值 积分 或 面积 公式 。 项 三 门 称 为 积分 的 截断 误差 , 值 ix 所 。 称 为 面积 节点 ， 
fs o 称 为 权 。 


根据 应 用 的 需要 ,节点 |xj 的 选择 有 很 多 种 方法 。 梯 形 公 式 、 辛 普 生 公式、 以 及 布尔 公式 ， 
都 选择 等 距 的 节点 ;而 高 斯 - 勤 让 德 公式 中 的 节点 选择 为 某 些 勒 让 德 多 项 式 的 0 点 。 当 积分 
公式 用 于 求 微分 方程 的 预报 公式 时 ,所 有 节点 都 要 小 于 8。 对 于 任何 应 用 ,都 需要 了 解 一 些 关 
于 数值 解 的 精度 问题 。 


定义 7.2 一 面积 公式 的 精度 为 正 整数 n, nm 使 得 对 所 有 次 数 i<n 的 多 项 式 已 (x) 满 足 
号 ( Pi = 0, 而 对 某 些 次 数 为 m+1 的 光 项 式 已 ,, (xs) 有 忆 [ 忆 zz0。 

通过 研究 当 7x) 为 多 项 式 时 的 情形 可 以 预测 有 [ P, ] 的 形式 ,考虑 任意 ; 次 多 项 式 ， 

瑟 【= 人 二 人 1 十 G0 
若 is<pn, 则 对 所 有 xz, 有 Po(x) 二 0, 且 PiDUz)=(n+lio 。 轿 此 截断 误差 的 一 般 形 
式 为 : 
至 [ 门 = 页 (ce) (3)》 

也 就 不 足 为 奇 了 ,其 中 天 是 一 合理 选择 的 常数 , 旦 a 为 精度 。 该 一 般 结 果 的 证 明 可 在 数值 积 
分 的 高 级 教程 中 找到 。 

面积 会 式 的 推导 有 时 是 基于 才 项 式 插值 的 。 我 们 已 知 ,存在 惟一 的 过 于 +1 个 等 上 距 点 
im 所 各) 人 o 且 次 数 小 于 等 于 章 的 多 项 式 记 (x)。 当 用 该 多 项 式 来 近似 [e, 习 内 的 7z) 
时 , Putx) 的 积分 就 近似 等 于 As) 的 积分 ,这 一 结果 的 公式 称 为 牛顿 - 柯 幕 斯 公式 ( 见 图 
7.2。 当 使 用 采样 点 me = a 和 mw = 了 时, 称 为 闭 型 牛顿 - 柯 蒂 斯 公式 。 下 面 的 结果 给 出 使 用 
的 多 项 式 次 数 为 六 =1,2,3,4 时 的 公式 。 


定理 7.1( 闭 型 牛顿 - 柯 蒂 斯 面积 公式 ) 设 3 二 0 十 看 为 等 距 节 点 , 且 捧 = 扰 xxho 
前 4 个 六 型 牛顿 - 柯 昔 斯 面积 公式 为 : 


| Ra)ae ~ 去 (6 + 万 ) (梯形 公式 ) 人 
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人 AD 了 + 饭 + 月 (六 普 生 公式 ) (5) 

站 rom = 党 (6 + 驴 +3 护 + 万) (六 普 生 诈 公 式 ) (6) 

| 和 = 等 06 + 326 + 26 +326 + 优 ) (布尔 公式 ) 0 
。 





图 7.2 《alj [semi]= [0.0.0.5] 上 y= 请 (xz) 的 梯形 公式 求 积分 
(pb [mxz]=f10.0,1 人 上 y= 户 (xz) 的 辛 普 生 公式 求 积分 


(e) [mm, 坟 ]= [0.0,1.5] 上 y = PP(z) 的 辛 普 生 襄公 式 求 积分 
( 昌 [mm ,ma] = [0.0,2. 拉 上 y = Pi(z) 的 布尔 公式 求 积分 


.推论 7.1{ 牛 顿 - 柯 划 斯 公式 精度 ) 设 产 x) 充 分 可 微 , 则 牛顿 - 柯 葛 斯 面积 公式 的 天门 包含 
一 更 高 附 导 数 项 。 梯 形 公式 的 精度 为 = 1。 若 FE 己 [a,5], 则 ; 


站 Ke)m = 二 + -每 /Co) (9) 
各 ， 
辛 普 生 公式 的 精度 为 n= 3。 若 JE Co, 归 , 则 ; 
| AD 本 = 王 抽 + 全 + 及- 新 (9 (9) 
辛 普 生 忆 公式 的 精度 为 = 3。 若 AE C[e, 申 , 则 : 
六 roa =- 车- 竹 /ro (0) 
布尔 公式 的 精度 为 == 5。 若 fc Ce[o, 6 , 则 : 
[Ka = 敌 06 + 31 45+326+ 对 )- 忠 Jo(o) (1 


定理 7.1 的 证 明 : 从 基于 Puw(kzx) 的 尖 s) 的 拉 格 朗 日 逼近 多 项 式 zx， 开始 ,Fax) 
表示 为 : 


sx] = Exz) = > 所 Pwt(s) (12) 
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式 中 上 扩 = 灵 和 ?=0,1,…，, 弄 。 得 到 牛顿 - 柯 蒂 斯 公式 的 一 般 方 法 : 


向 上 蜡 而 
一 | | SAErra】 人 re = 六 ， ( 丘 D ia dr 
即 =0 30 4” 知 
对 [六 下 时 
宇 之 人 加 村 ,所 ] 二 世上 大 《13) 


其 中 系数 产 = 扰 生 ) 的 计算 细节 是 枯 焊 的 ,我 们 将 给 出 辛 普 生 公式 的 一 个 例证 ,其 中 好 =2。 这 
用 到 逼近 多 项 式 ; 


， {《 交 一 XI 六 一 %2) (xz -0 一 如) 《一 和) 二) 
Pa(21 = 太 〔【xo 一 如 0 一 xz] + 万 [ 一 40 多 和 1 一 %2z1 + 《sx2 一 3 六 3 一 寺 414) 


由 于 护 , 亡 , 户 是 与 积分 相关 的 常数 , 式 (13) 变 为 : 


和 《和信 和 一 知 7 和 (xxolfx -xz) 
| .wa ~ 全 - 《xn 一 世 ] 一 X 力 + 川 - (2 一 0 儿 X1 一 芭 7 吃 


0](Y 一 人) 


+ 《%a 一 Wo 儿 (%2 一 2) 015) 
右 式 (15) 的 积分 中 肖 人 变量 代 换 用 帮 = 开 代替 = x+ 天 ,新 的 积分 限 从 上 =0 到 上 =2。 根 
据 等 虐 节 点 总 = ia+ 珊 可 得 加 ~- 羡 = 人 -万 和 x- 拉 = 二 -有 ,这 可 使 (15) 式 简化 为 ， 
| | 一 + 人 站 人 全 0 人 一 2 














0 《一 两 7 一 2 
:0 OA(E -1) 
+ 9 





= 万 和 | Ge 334+ 册 -二 21) 丰 十 所 和 ee _ 全 


委 生 -全 +| -Ai( 村 -可 | 








0023 
+ 要 (本 - 呈 | 
-要 [3) -Ai( 5 本 (3 


= 半 ( + 4 + 及 ) (16) 
从 而 证 明 完 毕 。 在 第 7.2 节 中 我 们 将 给 出 推论 7.1 的 一 个 例证 。 


例 7,1 考虑 函数 FLx)=TI+e-*sin(4s)，, 等 距 面 积 节 点 为 Xo 二 0.0, 和 5 = 人 .ya =1.0,43 =T.5 
和 xs =2.0, 对 应 的 函数 值 为 万 = 1.00000, 斤 = 1.55152, 户 = 0.72159, 扩 = 0.93765 和 
户 =1.13390。 利 用 面积 公式 (4) ~ (7) ,市 长 为 天 =0.5, 计 算得 ， 


有 . 节 
上 7) (1.00000 + 1.55152] ~ 0.63788 


1.0 
| sx)dz = 5501.00000 + 4(1.55152) + 0.72159》 -= 1.32128 
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全 Fe) 3 3101.00000 +3(1,.55152) + 3(0.72159) + 0.%9765) 
= 
= 1.64193 


六 Fo _ 200:21 (0701.00000) + 32(11.55152) + 12(0.72159) 





+ 32(0.93765) + T(1.133901) = 2.29444 


在 上 面 的 例子 中 , 式 (4) ~ (7) 用 来 计算 不 同 区 间 上 的 定 积分 的 近似 值 ,认识 到 这 一 点 十 分 
重要 。 图 7.2(a) ~ ( 相 显 示 了 曲线 y = Ax)， 以 及 在 科 格 朗 日 多 项 式 7 7= Pifz),y= 忆 fx)， 
7= Pixz) 和 yy= 忆 kz) 下 的 面积 。 

在 例 7.1 中 ,我 们 在 面积 公式 中 选择 了 六 = 0.5, 若 区 间 [e,8] 的 端点 固定 , 则 必须 对 每 个 
会 式 使 用 不 同 的 步 长 。 梯形 公式 、 辛 普 生 公式 、 辛 普 生 襄公 式 ,以 及 布尔 公式 的 步 长 分 别 为 
=D-a:ji=(5-a)25= 人 -oa3 和 下 =( -ay4。 下 面 的 例子 显示 了 这 一 点 。 


例 7.2 考虑 函数 所 z)=1+e ”sinf4x) 在 固定 区 间 [a,p8] = [0,1] 内 的 积分 。 使 用 式 (4) -~ 
《7 来 计算 其 慎 。 
解 : 
对 术 形 公 趟 , 玉 =1, 且 ; 


Ka)de ~ 了 (Fo) + AKCD) 
= 二 (1.00000+ 0.72159) =0.85079 
对 辛 普 生 公式 ,天 =12, 且 ; 
| AD)m = 下 (Ko) 十 4 } 十 7)] 
- 芯 (1.00000 + 4(1.55152) + 0 .72159》 - 1.32128 
对 站 亲生 吾 公 式 员 = 1/3 ,而 : 
oa 32920o0 ra 了 + 3 人 3)+AD) 
- 总 (1.00000 + 3(1.69642) + 3(1.23447) + 0.72159) = 1.31440 
对 布尔 公式 ,天 = 114, 结 果 为 : 
foe= 2 人 (77(0) + 32/ 寺 + 2 于) + 32 了 )+77D] 


= 克 (7(1.00000) + 32(1.65534) + 12(1.55152) ) 


+ 32(1.06666) + 7(0.72159)) = 1.30859 
该 定 积分 的 真 解 为 ; 
! _ 21e - 4cos(4) - sinf4) 
| aa 本 17e 





= 1.3082506046426…: 


人 
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布尔 公式 的 近似 结果 最 好 。 园 7.3(a) ~ 〔d) 分 别 给 出 了 拉 格 朗 日 多 项 式 书 (x)， Pi(xz)， 
Pi(xz) 和 Ptxz) 下 的 面积 。 





工 着 
00 02 04 0D6 08 10 00 102 04 和 6 108 190 
(e (二 


图 7.3 《g) 区 间 [0,1] 内 的 梯形 公式 结果 为 0.86079 
(区 间 [0, 菇 内 的 辛 普 生 公式 结果 为 1.32128 
(e) 区 间 [0,11 内 的 普 生计 公式 结果 为 1.31440 
(dj 区 间 [0,1] 内 的 布尔 公式 结果 为 1.30859 

要 对 面积 公式 进行 公平 的 比较 ,必须 在 每 种 方法 中 使 用 相同 数目 的 函数 求 值 。 最 后 一 个 
例子 比较 了 给 定 区 间 [a ,内 的 积分 ,每 种 方法 中 使 用 5 个 函数 求 值 凡 = Kx ) ,5 = 0.1 
4。 当 在 4 个 子 区 间 [ xx ],[s yz],[sa ,os] 和 [si,z] 上 使 用 梯形 公式 时 , 称 之 为 组 合 梯形 
公式 : 

全 Po = 全 He 加 了 邮 7 + 全 Raw + 人 Ad 

1 (17) 


~ 到 ( 扩 + 帮 )+ 末 (+ 太 )+ 到 ( 太 + 甩 )+ 坪 ( 放 + 记 ) 


= 冯 (A+37 +2 太 +27+ 太 ) 


对 辛 普 生 公式 也 可 使 用 相同 的 方法 , 当 在 两 个 子 区 间 [ *,x?] 和 [ zx: ,x ] 上 使 用 辛 普 生 公式 时 ， 
称 之 为 组 合 辛 普 生 公式 : 


玛 因 环 
oo - | Ad + 


~ 子 (+4 十 万 ) + 他 ( 有 +4 户 + 大) 


= 了 (+4+2+4R+ 有 
下 面 的 例子 比较 了 由 (17) (18) 和 (7) 式 得 到 的 结果 。 


1 
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例 7.3 考虑 函数 FLx)=1+e-sin(4zr) 在 区 间 [a,5= [0,1 内 的 积分 ,使 用 5 次 画 数 求 值 ， 
并 比较 组 合 梯形 公式 ,组 合 辛 善 生 公式 ,以 及 布 汞 公式 的 结果 。 
解 : 
相同 的 步 长 为 天 = 114, 组 合 梯形 公式 (17) 得 到 | 


| roa 二 学 (7(o) 二 27( 林 ) + 2 太志 ) 十 27 字 ) 十 ADj 


= 总 (1.00000 + 2(1.65534) +2(1.5S152) + 201.06666) +0.72159) 


= 1.28358 
由 组 合 辛 普 生 公式 (18) ,得 ， 


[om =- 织 oo ys 下 ar 二 AD) 


= 瑟 (1.00000 + 4(41.65534) + 21.55152) + 4(1.06666) + 0.72159) 





- 1.30938 
布尔 公式 的 结果 在 例 7.2 中 已 经 未 得 ,为 ， 
| Ka)d 加 2 人 (Ko) + 32 几 村 上 + 12 几 | + 32 几 子 】 + 31)) 
= 1.30859 
积分 的 真 解 为 : 
| raw = 纪 e = 4 刚 二 sin(4) - 1.3082506046426… 


Je 





000 025 050 
(g 





图 7.4 《a) 组 全 梯形 的 结果 为 1.28358;({b) 组 合 辛 普 生 公式 的 结果 为 1.30938 


由 辛 普 生 公式 所 得 的 结果 1.30938 要 优 于 梯形 公式 得 到 的 1.28358; 而 布尔 公式 的 结果 
1.30859 仍 是 最 接近 真 值 的 。 图 7 了 .4(a) 和 (有 b) 分 别 给 出 了 梯形 和 撑 物 线 下 的 面积 。 


例 7.4 求 伴 普 生 襄公 式 的 精度 。 
解 : 
在 区 闻 [0,3] 内 对 5 个 测试 阳 教 /zx) = lx,2, 邓 和 x。 应 用 闵 普 生 总 公式 足以 说 明 问 
题 。 对 前 4 个 画 数 ， 辛 普 生 避 公 式 是 精确 的 : 
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| = 3 = 如 (1 +3() +301) + 


| 二 =- 瑟 = 总 (0+3(1) +3(2) +3) 


3 
于 
fa =9= 嘻 (0+3(0) +3(4) + 9) 


加 
函数 大 xs) =x 是 里 低 次 的 画 数 ,使 得 该 公式 不 精确 : 


3 
js = 和 ~ 旦 -全 (0+3(D+3(16) 4381) 
腾 


ee - 隐 -= 30+3(1) +3(8) + 27) 


政 辛 普 生 豆 公式 的 精度 为 m =3。 


7.1.1 习题 


1 使 用 面积 公式 (4) - (7) 计 算 函 雪 , /xz) 在 固定 区 间 [e,8] = [0,1] 内 的 积分 。 梯 形 公式 、 
辛 普 生 公式 \ 六 普 生 襄公 式 ,布尔 公式 的 步 长 分 别 为 4= ,= 二 ,= 于 和 有 = 


于 。 
函数 扰 z) 为 ， 
《a) xz) = sin(rx)》 
(by 起 xx)=1+e roosf4x)》 
(e) 扰 *) = sin(vx) 
注 : 定 积分 的 真 解 为 ; (a) 217x = 0.636619772367…,(b)(18e _ cos(4) + 4sinf4))AC17e) 
=1.007459631397… (ec) 2(sin(1) - cos(1) = 0.602337357879…。 画 数 的 曲线 分 别 在 
图 7.5(a) ~ (ec) 中 给 出 ， 


及 粳 了 
410 2.0 1 
05 10 05 
90 “05 1 00 705 10* 00 1 1 
( ( 匀 fo) 


联 7.5 (ay 了 = snfxx)i(by=1+ersooaf4r)ifey 了 = Sinw 


2， 计 算 函 数 所 x) 在 固定 区 间 [ ae,b] = [0,1] 内 的 积分 。 应 用 组 合 梯形 公式 (17) .组 合 辛 
营 生 公式 (18) 以 及 布尔 公式 (7) ,使 用 5 个 等 距 节点 上 的 函数 值 , 步 长 为 扩 = 本 。 
函数 F(z ) 为 : 

(a)y FLx) = sinfrx] 
(by 大 <)=1+ e oosf4x) 
{c) xs)= sinfwz) 
3， 考 虑 一 般 的 区 间 [a,z], 证 明 辛 普 生 公式 对 函数 zx) = 和 F(x) = s2 有 精确 解 


芭 . 
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到: 
(| ie- 二 -号 (| 2 如 = 二 纯 
在 区 间 上 [ xo, xi ] 求 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 : 

Pr) = 太吉 十 太 二 全 


的 积分 ,并 建立 梯形 公式 。 
求 辜 形 公式 的 精度 。 只 需 对 [0,1] 内 的 3 个 函数 所 xz) = 1,x 和 喷 应 用 梯形 公式 即 可 。 


， 求 辛 普 生 公式 的 精度 ,只 需 对 [0,2] 内 的 S 个 测试 函数 Kxz) = lz, 姑 ,o 和 六 应 用 


辛 普 生 公式 即 可 。 将 结果 与 辛 普 生 总 公式 的 精度 相 比较 。 


求 布尔 公式 的 精度 ,只 需 对 [0,4] 内 的 了 7 个 函数 关 z) =1x,o2a sw 和 娠 应 用 布 


尔 公式 即 可 。 


”习题 5, 习题 6, 习 题 7 和 例 7.4 中 的 区 间 选 择 是 为 了 简化 面积 节点 的 计算 ,但 在 任何 


函数 了 可 积 的 闭 区间 [a, 内 , 式 (4) ~ (7) 的 精度 与 习题 5 ~ 7 及 例 7.4 所 求 的 精度 
相同 。 区 间 [e ,区 内 的 面积 公式 可 由 区 间 [e,d] 内 的 面积 公式 通过 如 下 的 变量 代 换 
得 到 ， 





x=g( 划 = 了 94 





其 中 必 = 和 ad 

(ay 证 明 :x = gfD) 是 过 点 (c,a) 和 (d, 区 的 一 条 直线 。 

(P) 证 明 ;梯形 公式 在 区 间 [a,b] 和 区 间 [0,1] 内 有 相同 的 精度 。 

(e) 证 明 : 辛 普 生 公式 在 区 间 [ ,2] 和 区 间 [0,2] 内 有 相同 的 精度 。 

(d) 证 明 ; 布 尔 公式 在 区 间 [e, 缮 和 区 间 [0,4] 内 有 相同 的 精度 。 

用 拉 格 妥 日 多 项 式 插值 推导 辛 普 生 忆 公式。 提示 :变量 代 换 后 ,可 得 到 与 (16) 式 相近 
的 积分 : 


六 maDw 天 人 -UG 2 3) 二 + 引 [Ge 00 -20 3 而 


-让 -0G-DU-38+ 人 -oOG-DG-2)4 
| 

+ 态 了 (二 + 从 - 号) ,人 (于 -e+ 可 | 
基于 5 次 拉 格 朗 日 通 近 多 项 式 ， 用 6 个 等 节 上 = ao+ 从 5 = 0,1,…,5, 推 导 闭 弄 
牛顿 - 柯 基 斯 公式 。 








了 t= 了 
= 大 ec 二 +2 -地 + 6 _ 





f = 由 








. 在 定理 7.1 的 证 明 中 , 辛 普 生 公式 由 基于 3 个 等 距 节 点 和 ,xz 和 总 的 2 次 拉 格 衣 日 


多 项 式 的 积分 推导 。 试 用 基于 3 个 等 距 节 点 mw,x 和 zx 的 2 次 牛顿 多 项 式 的 积分 扒 
导出 辛 普 生 公式 。 
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7.2 组 合 梯形 公式 和 辛 普 生 公式 


求 [ae, 5 内 曲线 y = Ax) 下 的 面积 的 直观 方法 ,是 用 区 间 Fm ,mi 上 的 一 系列 梯形 的 
面积 来 近似 。 
定理 7.2{ 组 合 梯形 公式 ) 设 区 间 [a , 交 ] 被 等 距 节 点 生 = e+ 般 必 = 0,1,…, 于 ,分 为 宽度 为 
中 = (二 -6)/ 于 的 虹 个 子 区 间 [ 因 ,mm ]。 杂 个 子 区 间 的 组 合 撞 形 公式 可 以 表示 为 三 种 等 价 
方式 之 中 的 任何 一 种 : 


TCD = 亏 辣 W(eD + La) (la 
FT( 记 有 = 这 ( 太 + 了 扩 + 咏 二 2 2 0b) 
或 ; 
TU 有 = 条 Wo + AD) + 袜 7a) Go) 
这 是 区 间 [e,6] 内 所 x) 积 分 的 一 种 逼近 , 写 为 ; 
[rom = ra O) 


证 明 ; 在 每 个 子 区 间 [x ,ss] 上 应 用 梯形 公式 ( 兄 图 7.6), 利 用 子 区 间 上 积分 的 可 加 性 ; 
和 睹 和 肌 
Ko = | RD 袜 生 0 Dr G) 


由 于 P72 为 常数 ,由 加 法 分 配 律 可 得 式 (18)。 式 (lb) 为 式 (1a) 的 展开 式 。 式 (le) 表 示 如 何 将 
式 (lh) 中 所 有 被 2 乘 的 项 写 在 -- 起 的 形式 。 


由 





图 7.6 用 组 合 梯形 公式 逼近 曲线 
7=2+sin(2Yx) 下 的 面积 


用 分 段 线性 多 项 式 盘 近 函数 站 *) = 2+ sin(2v)， 得 到 的 结果 中 有 些 点 处 为 闭 形 式 的 逼 
近 , 有 些 点 处 为 开 形式 的 逼近 。 为 了 保证 精度 ,必须 在 许多 子 区 间 上 应 用 组 合 梯形 公式 。 在 下 
面 的 例子 中 我 们 在 区 间 [1,6] 内 进行 数值 积分 ,区 介 [0,1] 内 的 积分 留 作 练习 。 
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例 7.5 考虑 表 数 泊 *) =2+sin(2Y rr), 利 用 组 合 梯形 公式 和 11 个 采样 点 来 计算 区 间 [1,6] 内 
sx 的 积分 的 近似 值 。 
解 : 
表 们 用 开 =10 和 关 =(6-170=12 生 成 11 个 采样 点 ,利用 式 {le) ,计算 得: 


开关 二 = 到 CCD +A6) 


+ 计 ( 几 二 ) 7C2) + 几 王 ) -3) + 几 二 + + 呈 + As)+A 全)] 
二 (2.90929743 + 1.01735756 

+ 二 (2.63815764 + 2.30807174 + 1.97931647 + 1.68305284 + 1.43530410 

+ 1.24319750+ 1.10831775 + 1.02872220+ 1.00024140) 

= 二 (3.92665499) + 了 (14.42438165) 

=- 0.98166375 + 7.21219083 = 8.19385457 


定理 7.3( 组 食 辛 普 生 公式 】 设 区 间 [a, 归 由 各 = e+ 本 ,下 =0,1 2 反 分 为 2 到 个 宽度 为 
疡 = 全 -Ga)72 的 等 距 子 区 间 [ ,xss]。2 寻 个 子 区 间 的 组 合 辛 普 生 公式 可 表示 为 三 种 等 价 
方式 之 一 : 


SC 访问 = 子 衬 (Ka +4f(eas)+ACaa) (4a) 

或 : 

S(/ 间 = 子 (6+ 人 +2+ 枯 

+ Pt+4P + 万) (4b) 

或 : 
3 有 = 时 (oO+7D)+ 芝 全 aa)+ 和 发 Hoe (4e) 

这 是 对 厌 z) 在 [o , 轨 ] 内 积分 的 一 种 通 近 , 写 为 ; 

[aa = sp (3) 


证 明 :在 每 个 于 区 间 [zx。，, xu ] 上 应 用 辛 普 生 公式 ( 见 图 7.7) 利用 子 区 间 上 积分 的 可 加 性 ， 
rom = 守 关 AKCad 
拉 二 = ”3 


本 之 ! 时 (Cars) +4Axari + 天 soh)) 《6 


由 于 A/3 为 常数 ,可 由 加 法 分 配 律 得 到 式 (4a), 式 (4b) 是 式 (4a) 的 展开 形式 。 式 (4e) 是 将 式 
《4b) 中 的 被 2 乘 和 被 4 薪 的 项 写 在 一 起 的 形式 。 


用 分 段 2 次 多 项 式 通 近 画 数 闷 x) = 2+ sin(2vx) ,得 到 逼近 为 团 的 和 非 闭 的 形式 ,为 了 保 
证 精度 ,必须 在 许多 子 区 间 上 应 用 组 合 辛 普 生 公式 。 在 下 面 的 例子 中 我 们 在 区 间 [1,6] 内 进行 
数值 积分 ,区 间 [0,1 内 的 积分 留 作 练习 。 
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图 7 了.3 用 组 人 台 辛 普 生 公式 通 近 曲线 
7y=2+sin(2Yx) 下 的 面 税 


例 7.6 考虑 画 数 Fx)=2+sin(2vx), 利 用 组 合 公 式 和 11 个 采样 点 来 计算 区 间 [1,6] 内 的 
xz) 的 积分 的 近似 慎 。 
解 : 
我 们 用 =S5 和 j 户 =(6-1)110=112 生成 11 相 有 果 祥 点 ,利用 式 (4c) ,计算 得 ; 


SC 本 ) = 天 (AD +A6))+ 计 (2)+A(3)+K4)+AC5)) 


+ 到 + 作 + 开 到 3) 有) 


于 (2.90929743 + 1.01735756) 


+ 了 (2. 30807174 + 1.68305284 + 1.24319750 + 1.028722201 
+ 了 (2.63815764+ 1.97931647 + 1.43530410+ 1.10831775 + 1.00024140) 


=- 熙 (3.92665499) 1 瑟 (6.26304429) + 子 (8. 161337351) 
-= 0.65444250 + 2.08768143 + 5.44089157 = 8.18301550 


7.2.1 误 姜 分 析 


下 面 两 个 结果 的 重要 性 在 于 ,知道 了 组 合 梯形 公式 和 组 合 辛 普 生 公式 的 误差 项 到 (六 户 ) 
和 环 ( 记 有 分 别 为 DCP) 和 D 居 ) 阶 。 这 说 明 当 步 长 向 0 减少 时 , 辛 普 生 公式 的 误差 比 梯形 
公式 的 误差 更 快 地 收敛 到 0。 当 几 z) 的 导数 已 知 时 ,可 用 公式 : 
Br(P 有 = 二 地 = 呈 人 六 (大 和 玉 (/ 有 = 二 色 - 人 人 te) 丰 
来 估计 得 到 给 定 精 诬 的 近 做 所 需要 的 子 区 间 数 。 


推论 7.2{ 梯 形 公 式 的 误差 分 析 ) ” 设 区 间 [ ,被 分 为 宽度 为 户 = (5 - e)/ 玉 的 村 个 子 区 间 
[xs ,2 组 合 梯形 公式 : 


FU. 人 = 于 Ca) + 成 及 ) + 帮 >AGn) 0) 








是 对 积分 : 
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| oa = 史 (AR + 瑟 ( 六 天 (8) 
的 一 个 逼近 。 洛 FE 习 [a, 扑 , 刚 存 在 一 个 值 c,e < c < ,使 得 误差 项 刀 (/,A) 具 有 如 下 形 
式 : 
2 2 
已 ( 放 闪 = 二 他 -人 人 (和 - 0(1) (9) 


证 明 :首先 确定 公式 在 区 间 [ x,x:] 上 的 误差 项 。 对 拉 格 朗 日 多 项 式 忆 (>) 进 行 积 分 ,其 余 
项 为 : 


一 %o 并 天 3 下 (etz)) (10) 





| KaDd = | Pi(z)dx + | kt 


在 区 间 (x - xo)(0x - xi) 上 ,项 [wxo,szi] 符 号 不 变 , 而 .P(efx)) 连 续 , 故 积分 的 第 二 中 值 定理 隐 
含 说 明 ,存在 一 个 值 c, ,使 得 : 


六 maoa _ 冯 ( + 上) + 生计 二 二 ) 《11) 
对 (11) 式 右 端的 积分 进行 变量 代 换 * = zo + 站: 
有 了 3 了】 
| (za = 到 人 ( 太 + 户 ) + 060 -1DRhd: 
2 3 1 
-二 + 全 才 | ee- oa 
2 习 
-和 (+ 万 侣 法 02) 


将 所 有 区 间 [m , 忆 ,] 上 的 误差 项 相 加 ,得 : 
[ram - 芭 (ad 


三 袜 生 0 Ra) -各 袜 P (ce) 
第 一 个 求 和 式 为 组 合 梯形 公 趟 rd 天 ) ,在 第 二 项 中 ,用 天 的 一 个 等 式 天 = 全 - afif 进行 替换 ,得 : 
Rom = rp 地 32 二 (二 2 ,)] 
插 号 中 的 项 可 看 作 是 2 阶 导数 的 一 个 均值 , 故 可 由 Fe (c) 音 换 。 从 而 得 到 ; 
[oa -7( 记 月 - 【 记 一 oA(e) 生 
推论 7.2 得 证 。 
推论 7.3 ( 辛 普 生 公式 的 误差 分 析 ) ” 设 [e, 缮 被 分 为 宽度 为 瑚 = (5 - ae)/(2 好 ) 的 2 个 等 宽 
度 子 区 间 ,组 合 辛 普 生 公式 ， 
本 2 s， 4 下 习 
3 有 = 计 (e)+ AD) 等 官 He + 人 尝 阅 He) (14) 
为 积分 ; | | 
人 Km = S07 有 可 0 (5) 
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的 一 个 逼近 。 并 且 ,车 Je C[a ,], 则 存在 一 个 值 ea < e< 6， 使 得 误差 项 已 (六 刀具 有 : 
尼 ( 六 月 = 二 他 3 人 (三 -0 人 (村 016) 





的 形式 。 


例 7.7 考虑 几 z)=2+sin(2wxz), 计 算 在 区 间 [1,6] 内 使 用 组 合 梯形 公式 , 且 子 区 间 数 为 10、 
20.40、80 和 160 时 的 误差。 


表 ?7.2 ff 人 =2+sint2v 2 在 [1,6] 内 的 组 合 梯形 公式 。 





六 区 六 = 加 (天 
名 193 84 37 -了 010 375 机 






















20 站 .25 .186 049 26 一 昌 .002 5 了 怕 
和 人 0.125 8.184 120 19 0.000 640 骂 
把 站 ,065 8.133 699 匠 -0.000 160 15 








8.183 519 24 -0.000040 人 的 





表 7.2 给 出 了 逼近 7( 放 天 ) ,7(x) 的 不 定 积分 为 
F(z) =2z -VE cos(2V5) + an(2Y 2) 


而 定 积分 的 真 值 为 ， 

上 Fo) = F(x)|55 = 8.18347920770 
该 值 用 来 计 其 表 7.2 中 的 囊 (7) = 8.1834792077 - 了 (Pi)。 观 察 到 益 二 减少 术 ( 太 让) 
时 ,所 得 的 误差 减 至 约 于 ,这 一 点 很 重要 ,因为 它 证 实 了 误差 的 阶 为 O( 有 2)。 


例 7.8 考虑 zx)=2+sin(2Vx), 计 算 在 区 间 [1,6] 内 使 用 组 合 辛 普 生 公 寂 ， 且 子 区 间 教 为 
10.20.40.80 和 160 时 的 误差。 

表 了 .3 给 出 了 适 近 SU 六 呈 ) ,积分 的 真 值 为 8. 1834792077， 用 它 求 计算 表 7.3 中 的 配 ( 六 ) 

=8.1834792077 - SP 天) ,注意 到 当 瑚 减少 二 亿 时 ， 相应 的 误差 酚 ( 广 上) 减少 为 原来 的 约 


,这 证 实 了 误差 的 阶 为 O(ja)。 


例 7.9 计算 好 和 步 长 玉 , 使 得 组 合 梯形 公式 对 逼近 忆 【P 训 ) 的 误差 5x 10-? 小 于 | dx = 
TU AD) 。 
被 积 函数 为 Fr(x) = 17r， 其 前 2 阶 导 数 为 (xz)= -Li 和 Fo (zx ) 2 。 [2,7] 肉 
|” (x)1 的 最 大 值 在 端 志 zx =2 处 取得 , 歼 对 1 (e)1s LT1= 上 上 ,有 2< es7。 代 
入 式 (9) ,得 : 





1 ;3 
1 (一 已 3 隐 了 (7-2) 一 下 2 
BDI 二 全 -六 人生 <- 一 4 -下 (0) 
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衷 7.3 区 间 [1,6] 内 入 x] =2+sin(2v x) 的 组 合 辛 普 生 公式 













St 和 豆 (/i) = CR) 
8.18301549 0.00046371 








.18344750 0.00003171 
8.18347717 站 .00000204 
18347908 0.00000013 





名 雪 加 总 内 | 六 


名 158347920 





过 长 天 和 腻 满 足 关 系 产 = 中 及 ,代入 式 (17), 担 关系 式 ; 





[Br( 访 有 Ts 六 <5x10"? (I8) 
重 写 式 {18) ,使 之 易于 求解 形 ; 
窒 xl0 < 好 (19) 


对 式 (19) 来 解 , 得 22821.77 二 时。 由 于 型 必须 为 整数 ,选择 用 = 22 822, 对 应 的 秒 长 为 疡 = 
5/22 822 =0.000219086846。 当 用 这 人 么 多 次 函数 求 慎 来 计算 组 侣 梯形 公式 的 恒 时 ,很 有 可 
能 函数 的 合 入 误差 会 相当 大 。 用 该 值 进行 计算 ,结果 为 ; 


r[( 7 芳和 5) = 1.252762969 
与 真 值 | :ar1z = 1mnkx)1323 = 1.252762968 相 光 ,误差 较 预 测 的 小 ,因为 使 用 了 1jfafc)l 
的 二 界 。 实 验 表 明 ,要 达到 精度 5 x 10-"， 需 要 10 001 次 函数 求 值 , 当 使 用 M = 10 000 进 
行 计 算 时 ,结果 为 ; 

2 放 辣 | = 1.252762973 


组 合 梯形 公式 通常 要 求 大 量 的 函数 求 值 才 能 得 到 准确 的 答案 。 与 下 面 例子 中 的 辛 普 生 公 
式 相 比 , 后 者 只 需 少 量 的 函数 求 值 。 


例 7.10 计算 太 和 步 长 ) 使 得 组 合 于 壮 生 分 式 的 误差 本 ( 帮 ) 比 到 近 式 | du/x ~ SC 
的 误差 5x10-? 小 。 
被 积 函 数 为 ,xz] = Hz 而 JI (xs)=24/ 好 。[2,7] 内 在 端点 zx =2 处 可 取得 1J4(ec)1 的 最 
大 值 ,从 而 得 到 ,对 2< cs7, 有 LAe(e)1s UKe(2)1= 卫 。 代 入 式 (16) ,得 ; 





3 ,4 
(ee)R 07- 分 本 让 
1B (AT1= 人 《 < 一 页 一 = 和 有 (20) 
步 长 及 和 朵 满足 关系 户 =SA(217) ,代入 式 (20) ,得 关系 式 : 
1 丙 ( 记 有 1s 基 攻 <5x107 (21) 


重 写 式 (21) ,使 之 易于 求解 于 : 
冲 xl9< 寻 (221) 
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对 式 (22) 求 解 ,得 112.95 近 峭 。 由 于 好 必须 为 整数 ,选择 型 = 113, 对 应 的 沙 长 为 下 = 
5/226 = 0.02212389381。 当 计算 组 会 辛 善 生 公 式 时 ,结果 为 : 


SA/ 声 ) =1.252762969 
与 as = ln(z) 1 = 1.252762968 一 致 。 实 验 表 明 , 得 到 精度 5x10-? 需 要 大 欧 129 
了 
次 通 数 求 值 。 当 用 于 = 三 进行 计算 时 , 早 打 为 : 
引 户 遍 ) = 1.252762973 


于 是 可 知 ,使 用 229 次 妃 x) 求 值 的 组 合 辛 普 生 公式 与 使 用 22 823 次 7x) 求 值 的 组 合 梯形 
公式 得 到 同样 的 精度 。 在 例 7.10 中 , 辛 普 生 公式 的 函数 求 值 次 数 只 有 梯形 公式 的 











程序 7 了.1( 组 合 梯形 公式 ) 通过 大 z 的 开 +1 工 个 等 步 长 采样 点 : 
fw 二 (Ke) 7b)) + 下 2 ,=0,1,2，…， 
多 近 积 分 丸 二 人 + 向 。 广 意 :x。 = ,而 XU 二 加 











function s = ttaprlft 工 ,日 上 ,MD) 


针 IDDU - 上 is the jirtkegrana input as 号 String 7 

多 - aandpare UPPer anG Lowe” 1jmits oft integtratiorn 
名 - Histhe mumber of subjinterwvats 

名 避 OUukPPUE 一 号 于 SS 七 DB 蕊 Eapezoieal rule sum 

hs= fp- apM; 

号 一 癌 ， 


fork=t:(M-1) 
XXX 二 总 + 卫 关 大 
名 = 台 +fevalfE,x); 
end 
S=hxfrfeval(f,a) + Etevalft,by)yA2+rDnhxsi 








程序 7.2 (组 合 辛 普 生 公式 】 通过 fx) 的 2M + 1 个 等 步 长 采样 点 ， 
| raoa 一 学 (Fe) + ADD)) 1+ 尝 24A(a) + 各 21ACea) =0.12，2 用 
和 逼 近 积 分 3 一 在 十 而。 注意 :xo = a, 而 局 一 志 








function 3 = simprlft,a,b,M) 


区 TDPUL ~- 工 isthe jirkegrarnd input as 昌 SErtng“E， 
名 - 昌 andbare upper and Lower Limits of imntegtration 
刍 - MiS the mumber of subintervals 


OutPuE - SI8 the sinmpson rule sum 
h=ftb-ay(a<M)i 
呈 = 站; 
S2Z 二 站 
Etor K= 工 :天 
次 = 只 二 下 兴 【2 并 ); 
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7.2.2 


1 


> 


忆 


S1 = S1 + 下 全 valf，,X) 
BT 
fcer k=1:(M-1) 

其 = 已 + 卫 共 了 2 基 K; 

S2 = S2 + fewvalfEt,x)i; 
[es 


鱼 =]ht(tevalff,a)+ ftevalftf,p)+4#Sl+2t+B82)73i 
习题 


(用 W = 10 的 组 合 梯形 公式 求 下 列 每 个 积分 。 
《ii) 用 好 =5 的 组 合 辛 普 生 公式 求 下 列 每 个 积分 。 


人 | 4 + 生 ) 人 

(b) | + sin(2VX))dx 
(| aaa 

(d) | 2 地 

(e) | 2xeos(z)as 


《全 | m(2z)e-A 


. 曲线 长 。 曲 线 7 = 7)z) 在 区 间 ae 达 xy 拓 8 的 红 长 为 


弧 长 = | VIPCw 


(用 好 = 切 的 组 合 梯形 公式 求 下 列 每 个 函数 的 弧 长 。 
《ii 用 时 = 了 的 组 合 辛 普 生 公式 求 下 列 每 个 函数 的 弧 长 。 


(sa) 扰 xz)= 季 ， 0S<xsl 
(b) 产 z) =ainfa) ， 0 二 xs/14 
(ez)=e ， 0<x<1 


. 表面 积 。 由 曲线 y = Psx) ,asxsi 绕 > 轴 旋 转 得 到 的 立体 ,其 表面 积 根 据 


面积 - xz| As) VIA OF 计算 ， 


4 用 好 = 切 的 组 合 梯形 公式 求 下 列 每 个 表面 积 。 
(i 用 妈 = 了 的 组 合 辛 普 生 公式 求 下 列 每 个 表面 积 。 


(a)》 站 w) = 好 ， 0<Y 反 ] 
(《Db) 所 xs)=sinfz) 3 0sx < 区 /4 
《ec) 扰 %=e ， 0Os<xs<s1l 


，(a) 证 明 :梯形 公式 (=1,R=1T) 对 区 间 [0, 吕 内 形 如 几 x) = ez+ oa 次 数 小 于 等 


于 工 的 多 项 式 是 精确 的 。 
tb) 利用 被 积 函 数 Xx) = cax2, 证 明 :梯形 公式 (M = 1, 六 = 1) 在 区 间 [0, 1 内 有 误差 项 ， 
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分 2 
本 (六 有 = -4 【ce 下 


(a) 证 明 : 辛 普 生 公式 ( 末 = 1 =1) 对 区 间 [0.2] 内 形 如 AD-=oetoeroany 
co 的 次 数 小 于 等 于 3 的 多项式 是 精确 的 。 
《hb) 利用 币 积 函数 六 zx) = csx+, 证 明 : 辛 普 生 公式 【和 =1, 有 = 在 区 间 i0,2] 内 有 误差 项 ; 
4 旭 
启 ( 放 癌 = 二 全 9 人 (e 


用 待定 系数 法 推导 出 梯形 公式 (型 =1,8=1)。 

即 : 

(a) 求 常 数 an 和 ,使 得 | 8( 扫 了 = cog(0) + olg(1) 对 函数 gf =1 和 g(i) = 
! 是 精确 的 。 

(b) 利用 关系 式 扎 xo + 形 ) = &( 划 和 变量 圭 换 * = z+ 天 和 帮 = 哑 , 将 梯形 公式 由 
区 间 f0, 1 平移 到 区 间 f so ,zx ]。 . 

(al 的 提示 :可 以 得 到 关于 2 个 未 知 量 wo 和 mw, 的 线性 方程 组 。 





有 几 待 定 系数 法 推导 出 辛 普 生 公式 (和 = 1, 关 = 1)。 


(a) 求 常数 ww 和 ww 使 得 | 5(D) = ng(0) + wg(D + wzg(2) 对 函数 (= 
1.8(b=t 和 gt)= 纪 是 精确 的 。 

(b) 利用 关系 式 Kx + 庆 ) = g( 纪 和 变量 普 换 * = mm + 下 和 要 = 大 ,将 梯形 公 趟 由 
区 间 [0,2] 平 移 到 区 间 [x,w ]。 

《ai 的 提示 :可 以 得 到 关于 3 个 未 知 量 aoyowl 和 ws 的 线性 方程 组 。 


， 计 算 好 和 步 长 天 ,使 得 于 个 子 区 间 的 组 合 梯形 公式 可 以 用 来 计算 以 下 的 函 孝 ,是 有 


精度 了 x10-”: 
(ay) [seam 


上 于 一 必 
(ec) | 
{c) 的 提示 :2 (as)= (xz 一 2)e- 


， 计 算 W 和 步 长 上 ,使 得 2W 个 子 反 间 的 组 合 辛 普 生 公式 可 以 用 来 计算 以 下 的 函数 , 量 


有 精度 5x 10?; 
《ay) 三 sa 区 ) 





tb) f 5 : z 
《ec) 站 地 


(ec) 的 提示 ;Ah(x) 一 (和 一 4)es 


， 考虑 定 积分 | cos(z) dz = 2sin(0.1) = 0.1996668333 ,下 表 给 出 了 组 合 梯形 公式 的 
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近似 值 ,计算 豆 (P 记 让 =0.199668 - 7T(P 2) ,并 证 实 其 精度 为 O( 形 )。 下 表 给 定 为 ， 
Er = 站 (和 7) 











11， 考虑 定 积分 | cos(z) dx = 28in(0.75) = 1.363277520 ,下 表 给 出 了 组 合 辛 普 生 公 式 的 
近似 值 ,计算 已 (1 pz = 1.3632775 - S( 六 ) ,并 证 实 其 精度 为 如 (ji#)。 下 表 给 定 为 : 


人 T 


1 
了 
寻 
名 









到 rp 了 = 站 ( 季 ) 





SPF) 
1.3658444 
1.363 4298 
1.353 2289 
1.363 281 












12. 中 点 公式 。 [xoyxi] 的 中 点 公式 为 : 
| Ad = im 二 十 刀 Ae(el) ,其 中 用 = 


出 
四 和 7 ) 的 不 定 积分 号 xs 在 点 如上 /7 展开 为 泰坦 级 数 ， 并 建立 [xx ] 上 的 中 
点 会 式 。 
(hb) 用 (a 的 结果 ,证 明 :fa， 中 肉 所 >) 积 分 的 组 合 中 点 公式 为， 
MCA ) = py。 + 人 -二 人 ，2= 刀 。 
这 是 关 z) 在 [a ,内 的 积分 的 二 种 通 近 , 写 为 ， 
Da ma 


《ec) 证 明 :(b) 的 误 善 项 吾 c( 疡 号 ) 为 : 
瓦 pr( 产 太 ) 三 各 22(a) - 色光 人 (oO - = 如 (j) 


13. 用 好 =10 的 中 点 公式 计算 习题 1 中 的 积分 。 
”二 . 证 明 推论 7.3。 


7.2.3 ”算法 与 程序 


1，《a) 对 习题 1 中 的 每 项 计算 W 和 步 长 天 ,使 得 可 以 用 组 合 樟 形 公式 计算 给 定 的 积分 ， 
并 精确 到 小 数 点 后 第 9 位 。 用 程序 7.1 求 每 个 积分 。 
《b) 对 习题 1 中 的 每 项 ,计算 开 和 步 长 站 ,使 得 可 以 用 组 合 辛 普 生 公式 计算 给 定 的 积 
分 ,并 精确 到 小 数 点 后 第 位。 用 程序 7.2 求 每 个 积分 。 

2， 用 程序 7.2 求 习题 2 中 的 定 积 分 ,精确 到 小 数 点 后 第 11 位 ; 





0 
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3. 组 合 梯形 公式 可 用 于 求 只 有 若干 点 函数 值 已 知 的 函数 积分 。 将 程序 7.1 改写 为 求 区 
闻 [a,] 内 过 并 个 给 定点 的 函数 F(*) 的 积分 逼近 (注意 :节点 不 需要 是 等 距 的 ) 。 利 
用 该 程序 求 过 点 {(v 不 + ,is) }，。 的 函数 的 积分 逼近 。 

4. 组 合 辛 普 生 公式 可 用 于 求 只 有 若 于 点 项 数值 已 知 的 函数 积分 。 将 程序 7.2 改写 为 求 
区 间 [c, 导 内 过 好 个 给 定点 的 函数 /xz) 的 积分 吉 近 (注意 :节点 不 需要 是 等 距 的 )。 
利用 该 程序 求 过 点 {v 辈 +T, 3)}，, 的 函数 的 积分 通 近 。 

5. 修改 程序 7.1, 使 之 用 组 合 中 点 公式 (习题 12) 来 逼近 函数 Kx) 在 [ae ,如 ] 内 积分 。 利 用 
该 程序 求 习题 1 中 的 定 积分 ,精确 到 小 数 点 后 第 11 位 。 

6、 使 用 本 节 的 任意 算法 , 求 下 面 每 个 定 积分 的 通 近 ,精确 到 小 数 点 后 第 10 位 ; 


(a) [sa 11x) dx 
二 -103 1 
《1 1 Sin 177) 必 
7.， 下 面 的 例子 说 明 如 何 用 辛 普 生 公式 来 求 积分 方程 的 近似 解 。 用 辛 普 生 公式 和 上 天 = 172 来 
求解 方程 w(x) = 巡 十 0 + 世 f 提 十 , 设 硬 =0 有 =12 和 已 =1, 则 : 


[ez + 中 考 二 尝 (( +0O)oo 二 +40xz2 十 于 )o + (和 2 + To 
令 : 
(和 ) = 鸡 二 0.[ 诗 (( 鸡 +O)m+4( 吧 + 村)a + (本 +1D)o) () 


将 z =0,x =12 和 ze =1 代 人 式 (1), 得 线性 方程 组 ; 
oo=0+ 而 ((0)m+2a + 二) 


1 111 ] 
= 下 +[ 于 四 +3o + 玉 o] () 
和 =1+ 贡 (oo +6o +2o) 


将 式 (2)? 的 解 (uo =0.0273,m = 0.2866,w = 1.0646) 代 人 式 (1) 并 简化 之 ,得 ; 

名 fX) -1.037305x2 二 站 .027297 《3) 
《a) 作为 验证 ,将 该 解 代 人 到 积分 方程 的 右 端 , 对 其 进行 积分 ,并 与 式 {3) 的 结果 比较 。 
《b) 利用 组 合 辛 普 生 公式 和 太 =0.5 来 求 积分 方程 ， 


tx) = 32 0. 直 (2 十 引 (从 
的 近似 解 。 并 用 (a) 中 的 过 程 验证 该 解 。 
7.3 递归 公式 与 龙 贝 格 积分 


本 他 中 我 们 将 说 明 如 何 用 梯形 公式 的 线性 组 合计 算 辛 普 生 有 逼近。 如果 用 大 量 的 子 区 间 ， 
则 该 逼近 会 有 很 高 的 精度 ,如 何 选择 子 区 间 的 数目 ? 下 面 的 过 程 将 通过 对 2 个 子 区 间 :4 个子 
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... ,进行 试验 ,直至 得 到 想 要 的 精度 来 回答 这 一 问题 。 首 先 要 生成 一 个 梯形 交 近 的 序列 
二 (有 当 子 区 间 数 目 增 加 一 倍 时 , 函 煞 求 值 的 次 数 也 近似 加 人 悦 , 因 为 必须 在 所 有 的 先前 的 点 
和 先前 区 间 的 中 点 对 函数 进行 求 值 ( 见 图 7.8)。 
定理 7.4 (连续 梯形 公式 ) 设 Js1, 点 1 =a+ 有 大 | 将 [a, 归 划分 为 27=214 个 宽度 为 天 = 人 
- 2127 的 子 区 间 。 梯 形 公式 下 亡 中 和 了 (7 25) 满 足 如 下 关系 : 
FF 人 = 2 YA ) 0 





7 一 起 好 





{) 





( 


图 7.8 (a) 了 (0) 为 2 = 1 个 梯形 的 面积 
(b) 7(b 为 2 =2 个 梯形 的 面积 
(oj 了 (2) 为 2 = 4 个 梯形 的 面积 
(d) Y(3) 为 2 =8 个 梯形 的 面积 
定义 7.3 (梯形 公式 序列 ) 定义 FT(0) = 子 (Ke) + 成 1) 为 步 长 为 二 = 有- a 的 梯形 公式 , 则 


对 71, 定 义 T(J) = TCF 有 ,其 中 了 (AP 有 是 步 长 为 (5 - e)724 的 梯形 公式 。 


推论 7.4 (递归 梯形 公式 ) 由 z(0) = 之 (Fo) + 8 入 开始 ,由 如 下 递归 公式 可 生成 一 个 梯 
形 公式 12( 7) 的 序列 : 
7(7) = 开 太 也: he 站， 了 = 42 (2) 
其 中 天 = (8- a)7127 ,并且 [ 呈 =a+ 且 | 
证 明 : 对 偶 节 点 xo < wa <… < xaw-y < om 使 用 步 长 为 28 的 梯形 公式 ， 


7(0J -1D= 学 (+2 玉 +2+ 和 2 +2 (3) 
对 所 有 节点 xo< 2 < ma < …< waw_1< waw; 司 用 步 长 为 天 的 横 形 公式 ; 
7(J) = 却 ( 太 + 2 二 2 六 +2Pu2d+2Pwi+ 太 5) (4) 


收集 式 (4) 中 下 标 为 奇数 和 偶数 的 项 ,得 ; 
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时 
TCD) = 半 ( 2 2 (5) 
将 式 (3) 代 人 式 (5) ,得 FT(J) = 7T(7 - 1)A2+ 这 ,证 毕 。 


例 7.11 用 连续 梯形 公式 计算 积分 | de1s = ln(S$) -~ lnfl) = 1.609437912 的 通 近 式 了 (0)， 
7 ,7T23 和 7(3)。 


表 7.4 给 出 了 计算 T(3) 所 需 的 引 个 值 和 计算 Ti) ,7T(2) 和 7(3 ) 所 需 的 中 点 值 。 求 值 的 
详细 过 程 如 下 ; 


当天 =4;7(0)= 子 (1.000000 + 0.200000) =2.400000 


当 严 =2:T(1) = 了 0 +240.333333) 
= 1.200000 + 0.666666 = 1.866666 
当天 =1:7(2) = 了 5 + 1(0.500000+ 0.250000) 
= 0.933333 + 0.750000 = 1.683333 
当天 = 才 :7(3) -22 + 三 (0.666667 +0.400000 
+0.285714 + 0.222222 1] 
=0.841667 40.787302 = 工 .628968 


下 面 的 结果 说 明了 梯形 公式 与 辛 普 生 公 式 之 间 的 重要 关系 。 用 步 长 28 和 户 来 计算 梯形 
公式 的 结果 分 别 为 了 CAF,2p) 和 7(P,j，)。 用 这 些 值 的 组 合 可 得 辛 普 生 公式 ; 
SP =47 :了 1 了 2 生 ) (6) 


定理 7.5 (递归 辛 普 生 会 式 ) 设 ! TD) 为 由 推论 7.4 产生 的 梯形 公式 序列 ,车 J1, 旦 8 
为 区 间 [ a ,中 的 27 个 辛 普 生 公式 , 则 S( 门 和 FT ,TCD 满足 关系 式 ， 




















5(])= 人 生态 U-，7=12 (7) 
表 7-4 用 来 计算 7f3) 的 9 个 点 和 计算 TI1), Tl2) 和 7T(3) 需 要 的 中 点 值 
As) = 工 计算 7( 需 要 的 | 计算 区 1) 需 要 的 | 计算 r(2) 需 要 的 | 计算 7(3) 需 要 的 
| 坊 点 值 中 点 值 中 点 秆 中 点 值 
上 .1 1.000000 1.000000 
1.5 日 .G66667 站 .666667 
2.0 0.500000 0.500000 
32,5 1.400600 总 .400000 
了 . 履 昌 ,333333 0.333333 
3,5 站 .235714 中 ,25714 
竹 昌 00.250000 0.250000 
国人 人 222222 站 2232 
.0 0.200000 0.200000 
一 ”| 2 | 0 | | | 
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证 明 : 由 步 长 为 有 的 梯形 公式 7( 7 得 到 膛 近 : 
[DR 


= ?7{ 让 
由 步 长 为 2 的 梯形 公式 了 (J - 1 得 到 通 近 ， 


[au RCR 


将 (8) 式 乘 以 4, 得 : 
4| Fa)d = 上 (2 万 +4 二 4 扩 + 4 4 2 


= 47( 及 
式 (10) 关 去 式 (9) 得 : 


3 引 Ka) 本 吕方 +4P +2p+ +2p +4Pol + 六 o 


= 4 和 -TO -了 
该 式 重 写 为 : 


上 Ka 本 + 伯 +2vs 4 
_ 47CD =- TI 
本 3 


式 (12) 中 的 中 项 为 辛 普 生 公式 8S6J) = SCPi) ,从 而 定理 得 证 。 
例 7.12 用 连续 六 普 生 公 式 求 例 7,.11 中 的 积分 透 近 式 Sf1),S(2) 和 S03)。 
利用 例 7.11 中 的 结果 和 公式 (7) 及 = 1,2,3, 计 算得 : 


S0D) = 4 TO) _ 人 -866660 -2.400000 _ 1.688888 


47(2) -了 (1) 4(1.683333) -1.866666 
3 3 


S(2) = =1.622222 





3f(3) = 





47G)- 7(2) _ 41.628968 -053533 -1.610846 


( 吧 ) 


《9 


《10) 


《11) 


在 7.1 节 中 ,布尔 公式 由 定理 7.1 给 出 , 它 是 通过 对 基于 节点 m ,ziyxa,z 和 2 的 4 次 拉 
格 遍 日 多 项 式 求 积分 得 到 的 。 另 一 种 建立 布尔 公式 的 方法 在 习题 中 给 出 。 当 对 区 间 [a, 交 内 
宽度 为 关 = (- a)7C4 和 ) 的 41 个 等 间 蝶 子 区 间 应 用 凡 次 布尔 公式 时 , 称 之 为 组 合 布尔 公式 ， 


如 (方太 ) = 委 立 (As +321 3 +121 +32 + 了 7A) 
下 面 的 结果 给 出 了 连续 布尔 公式 和 广 普 生 公式 的 关系 。 


定理 7.6 { 递 多 布尔 公 式 ) 说 18(J)| 为 由 定理 7.5 产生 的 辛 普 生 公式 序列 , 若 Js2 且 有 0( 帮 
为 区 间 「e ,8 内 27 个 子 区 间 的 布尔 公式 , 则 Bi 万 与 辛 普 生 公式 SC -中 和 Sf 门 满足 关系 ， 





16S4J) - SC- 1T) 
如 (及 二 1 


= 2,3,…， 


(14; 
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证 明 留 作 练 习 。 
例 7.13 用 连续 布尔 公式 来 例 了 .1i1 中 积分 的 逼近 是 (2) 和 (3)。 


根据 例 7.12 中 的 结果 、 式 (14) 及 J=2 和 3 了 3, 计 算得; 


16S(2) - 8(1) 16(1.622222) -1.688888 
1 这 


168(3) - S(2) 16(1.610846) -1.622222 
苇 一 荡 
读者 可 能 对 我 们 的 目标 感到 疑惑 ,现在 我 们 来 证 明 式 (7) 和 式 (14) 都 是 龙 贝 格 积分 的 特 
例 。 对 例 7.11 积分 的 下 一 级 和 逼 近 为 : 
64843) - 吾 (2) 64(1.610088) - 1.617778 
[到 一 全 


六 (2) = = 1.017778 





= 上 .610088 





百 (3) = 


= 1.000490 





“该 答案 精确 到 小 数 点 后 第 5 位。 
7.3.1 龙 贝 格 积分 


在 7.2 节 中 ,我 们 知道 组 合 梯形 公式 和 组 侣 辛 普 生 公式 的 误差 项 本 (Pi 和 瓦 (A 请 ) 的 
阶 数 分 别 为 O( 天 ) 和 O( 丰 )。 不 难 证 明 ,组合 布 尔 公式 的 误差 项 配 (/, 铺 阶 数 为 0O( 让 ) , 故 
有 : 


[roDm = riD+ OP) (15) 
[ru = spD + o00 (16) 
和 Ke)u = BF +E(P) 《17) 


余 项 (15) ~〈17) 的 意义 如 下 :; 设 一 个 这 近 公式 使 用 了 步 长 上 和 2 ,然后 对 两 个 结果 进行 
代数 运算 ,得 到 改进 的 答案 。 每 个 改进 将 误差 项 的 阶 由 O(A2 ) 提 高 到 O(Pw*)。 该 过 程 称 
为 龙 贝 格 积分 , 它 有 自己 的 优点 和 缺点 。 

与 布尔 公式 相 比 ,牛顿 - 柯 蒂 斯 公式 用 得 较 少 ,这 是 因为 9 点 牛顿 - 柯 蒂 斯 面积 公式 中 有 
负 的 权 值 ,而 超过 10 点 的 所 有 公式 中 都 朋 负 的 权 , 这 会 导致 由 伟人 带 来 的 误差 。 龙 贝 格 积分 
的 优点 在 于 其 所 有 的 权 都 是 正 的 , 且 其 等 距 的 节点 横 坐标 易于 计算 。 

龙 贝 格 积分 的 缺点 之 一 是 ,为 了 将 误差 由 OP" ) 降 低 到 O(j2w? 2 》, 函数 求 值 次 数 增加 了 
一 倍 。 使 用 连续 公式 能 减少 计算 量 。 龙 贝 格 积分 基于 理论 假设 , 若 对 所 有 的 mw, 有 FE Cr[a， 
上 , 则 梯形 公式 的 误差 项 可 以 表示 为 一 个 只 包含 六 的 偶数 次 宕 的 级 数 , 即 ， 


Ta = 7 有 本 0 (18) 

其 中 : 

再 f( 户 站) = 国 本 二 的 让 十 国 自 二 … 《19) 
对 公式 (19) 的 推导 可 在 参考 文献 [ 153] 中 找到 。 

_ 直 于 公式 (19) 中 只 包 售 5 的 偶数 次 项 ,可 以 连续 地 使 用 理 查 孙 改进 (Richardson impmove- 

mentb) ,首先 消去 si, 接着 消去 m ,然后 是 o, ,以 此 类 推 。 该 过 程 产 生 侦 数 阶 次 的 误差 项 
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O(i) ,ON 和 O(E)。 我 们 将 证 明 , 第 一 次 改进 为 2# 个 区 间 的 辛 普 生 公式。 由 了 GPRP 28) 
和 7(.A, RN) 开始 ,有 : 


fa -= TCF28) + ad 了 二 ma16 且 二 as64 下 二 (20) 
和 : 
| mao)w = 和 六 人 二 国耻 十 罗 几 天 (20) 
将 式 (21) 乘 以 4, 得 ; 
4| ad = 47( 记 有 + 4 委 二 aa4 由 十 国 4j5 十 … (22) 
通过 用 式 (22) 减 式 (20) 消 去 ai ,结果 为 : 
3 引 as) 几 = 47( 关 个 -FTCP21) -1 有 -6 (23) 
用 (23) 式 除 以 3, 并 对 其 中 的 系数 重新 命名 ,得 ; 
半 KDa -4 有 TA2 ， 本 + 扩 4 (24) 


与 (6) 式 相同 , 式 (24) 的 右 端 第 一 个 量 为 辛 普 生 公式 S(/i)。 这 说 明 总 (下 只 包含 产 的 颂 
数 宕 次 项 : 


[rou = S( 户 站) + 机 下 十 目下 十 而 帮 二 (25) 
这 了 证 明 第 二 次 改进 为 布尔 公式 ,由 式 (25) 开 始 , 写 出 包含 8S(F,25) 的 公式 : 
[aa = SP28) + 看 16 入 + 及 的 让 玉 256 弄 二 《26) 


当 从 式 (25) 和 式 (26) 中 消去 时 ,得 到 包含 布尔 公式 的 结果 ; 


， 168S(Fji) -SP28) 六 各 天 号 240 知 
j mau = 五 -一 











扑 多 
= 召 ( 户 天) - 2408 (27) 


15 15 
龙 贝 格 积分 的 一 般 形式 基于 引 悍 7.1。 


引 理 7.1{ 龙 贝 格 积分 的 理 查 融 改进 ) ”给 定 两 个 0 的 盟 近 只 (28, 玉 -1) 和 届 ( 太 ,天 -1), 满 
足 : 








仙 = 灵 ( 关 ; 居 一 1 上 el + esR2k2 二 《28) 
和 : 
@ = 责 (2 下 , 疏 -1) + ed edKe1R2H2 十 《29) 
有 改进 的 逼近 , 形 如 ; 
兵 
人 0 -2 OP (30) 
证 明 留 作 练习 。 


定义 7.4 定义 [a,8 -内 . 扎 x) 的 面积 公式 序列 | R《J 8: 7 天 7 如下; 
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R(J,0) = 7T(J) ， 7z>0( 是 连续 梯形 公式 ) 
R(J,D = S(J) ， Jp1( 是 连续 辛 普 生 公式 ) 431) 
RUJ,2) = B(J) ， 7>2( 是 连续 布尔 公式 ) 
第 一 个 公式 1R 07,0)| 用 来 产生 第 一 次 改进 1R( ,1)} ,后 者 又 用 来 产生 第 二 次 改进 
1R(7 2)。 我 们 已 知道 形式 : 


及 人 了 1) = 





下 民 (7 0 一 及 (了 一 1 ,0 1 
四 (32》 

R(J 2 -4 LRC 7 

在 式 (24) 和 式 (27) 中 用 式 (31) 中 的 符号 来 表示 。 构 造 改进 的 一 般 公式 为 : 


里 
人 上 有) 了 演 天 (33) 





玉 ( 了 ,天 ) = 


为 计算 方 重 , 值 只 (J, 天 ) 以 表 了 .5 中 的 方式 组 织 为 龙 贝 格 积分 表 。 
表 7.5 龙 忒 格 积 分 表 


















玉 (J 2 
布尔 公式 


如 (了 1) 
识 普 生 公式 


ROOT RD 

站 人 2 站 吕 (2. 日 玉 (2, 2 

忍 (3 全 R(3, 1) RD 3) 
RD 


第 四 次 改进 





中 有 一 忆 





例 7.14 利用 龙 贝 格 积分 计算 定 积分 的 近 似 值 ; 
所 吕 了 
|. (o +x+l)eos(z)ae =-2+ 王 + 开 = 2.038197427067… 


表 7 了 .6 给 地 计 工 过 程 , 霉 一 列 中 的 数 都 收 仇 到 2.038197427067… , 辛 普 生 公 趟 的 列 比 梯形 
公式 的 列 收 笋 速度 快 。 在 本 例 中 , 相 邻 的 两 列 中 右边 的 列 的 速度 快 于 左边 的 列 。 


甫 7.6 例 7.14 的 过 贝 格 积分 雪 




















有 70 如 1 此 (了 2) 有 人 3 
梯形 公式 辛 普 生 会 这 布尔 公式 第 三 次 改进 
0 0.785398163397 | 
1 1 .726812656758 2.040613487878 
2 1.960534166564 2.038441336499 2.038296259740 
了 2.018793948078 2.038213875249 2,098198711166 2.098197162776 
4 2.093347341805 2.038198473047 2.03819?446234 2.038197426156 
5 2.096984954990 2.038197492719 2.0388197427363 2.038197427064 














车 我 们 考查 其 误差 项 百 ( 了 ,天 ] = -2+m2+ 严 册 - 玉 (了 天) 则 表 7 了 .6 中 让 贝 阁 值 的 收 哉 
性 更 明显 。 设 区 闻 宽 度 为 产 = 避 -~ a, 且 扎 z) 的 更 高 阶 导数 在 同一 量 级 上 , 龙 贝 格 表 第 天 


rr 
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列 的 误差 以 1022 = 17481 的 收缩 比例 逐 行 递减 。 误 差 疏 (了 0 的 收 詹 因子 为 114, 误 差 
瑟 { ,1 的 收缩 因子 为 1116, 以 此 类推 。 这 可 以 通过 考查 表 了 .7 中 的 | 下 (J ,天 | 得 到 。 

品 7.7 例 7.14 的 龙 贝 格 误 差 表 
刀 (J12) = 加 (本 ) 








到 3)= 生生 ) 






吾 ( 了 和 = 如 (和 





有 ( 大 中 = 品 ( 生 ) 










一 1 .25279920 认 了 0 


一 由 .311384770309 0.002420060811 




























一 个 ,上 7663260503 0.000243909432 0.000098832673 
3 一 日 .019403478989 0.000010448182 0.000001284099 0.000000264291 
4 -0.004850085262 0.000001045980 0.000000019167 一 0.000000000912 


















一 日 .001212472077 0.000000065651 





定理 7.7 ( 龙 贝 格 积分 的 精度 ) 设 FE Ca,b], 则 龙 贝 格 逼 近 的 截断 误差 由 公式 ; 
| Kow 一 尼 f 7， 成) 十 5 CD) 


= 民 ( 了 天) 二 (RE (34) 
给 出 。 其 中 = (5 - a)727 ,为 依赖 于 天 的 常数 ,上 且 CEfa,b]。 见 参考 文献 [1$3] 第 126 
页 。 
例 7.15 应 用 定理 7.7, 并 证 明 ， 
[oem - 1024 = RR(4 ,4) 

证 ， 

被 积 表 数 为 Rx)= 10i, 且 roofr)=0。 政 慎 民 =4 可 使 误差 项 恒 为 0, 通 过 数值 计算 可 

得 尽 (4.4) = 1024。 











程序 7.3( 递 归 梯 形 公式 ) 利用 梯形 公式 和 连续 增加 [e, 的 子 区 间 数 来 逼近 ， 


[ou 二 站 Us ra 


第 / 次 循环 在 27 + 1 个 等 申 点 处 对 扎 *) 采 样 。 











tunction 了 = rctrapft,ab,n) 


多 IPB -于 is the integrard input as 中 SETinG “ff 

虽 - 引 andb are UPPer and 1ower 1imits of integration 
备 一 半 9 the number of 上 imee for recursion 

先 OutpPut ”一 了 se the TecurSsiwe 上 rapezoidal rule 1is+ 

这 = 二 ; 

五 = 了 一 aa; 


了 = zerosft1,n+1); 
T(1)= hx(teval(f,a) + fewval(E,b)y)]72; 
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or ]= 工 ; 
末 = 衬 交付 ; 
了 = ai 
号 一口; 
for K= 1:MA32 
民 = 已 二 用 尖 (2 关 基 一 1) 
号 = 呈 +EevalfE,X)1 
erTI 纪 
TCJ+1l) =TCJ)A2+ nxSi 
end 








程序 7.4 [ 龙 贝 博 四 分 】 通过 生成 1j 沁 天 的 逼近 表 妨 (天 玉 ) ,并 以 尽 (CJ+1,J+1) 为 
最 终 解 来 通 近 积分 : 


[rou = 灵 ( 7 7) 


速 近 R(7 天) 保存 在 一 个 特别 的 下 三 角 失 阵 中 ,第 0 列 的 元 素 R 70) 用 基于 2 个 [e,5] 
子 区 间 的 连续 梯形 公式 计算 ,然后 利用 龙 贝 格 公式 计算 屎 (了 ,天 )。 
第 了 行 的 元 素 为 : 


R(J ,KJ)=ROTK-D+RILE-D- RCI-LK-L ，1<K<y) 


香 -1] 
当 IR7 IJ -RCI+lJ+tl)i<tol 时 ,程序 在 第 (J+1) 行 结束 








funcetion [R,Guad,erz, 了 ] = rcmbertt ,ab,n,tol》 


儿 Teput -于 1sthe inteagranaqd input ag 吕 String ?下 

吉 - 互 andab are Upper ard Lowetr 1imitB of InEeSration . 
条 = 了 五 守 the maximum murhber DOE rows in 七 he 七 a 世 1 
名 ~ 七 口 ] 二 3 七 孜 全 七 名 1eTamC 全 

负 Dutput ~ 及 1S the Romberg table  - 

名 -_ quad is tne Guadrature value 

侍 二 BTLT 了 3 七 he ErTOT 白 Stmat 所 

旬 -hh is the Smalj1egt 中 ep Size USeQ 

=1: 

五 = 加 一 忌 ; 

erT 二 了 1; 

可 = 日 


及 = Zerosfd4,4]3 
R(1,1) = 了 jg (Eteval(f,a) + feval(E,b))72 
whbiletfterr >tol)aifI<ny)IfI< 4) 
可 = 了 +1; 
hh = 了 /2 
号 二 站 
for 虽 = 工 ;于 
区 =a+hx(2yDp-1); 
S=S+fevalff,x); 
Erl 品 
RCI+1,17 = 且 (J,1)yA23+Hx Si 
了 = 了 关 MI 
Ecor 及 = 1 工 :可 
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RfJ+1L:K+1)=RI+1;K+IRCI+T1KX) -ROOT KICK -105 
ertd 
err = absfRfJT,IJ) ~-RII+1K+1)7) 
[ie 


Gua 则 = R{J+ 工 , 可 十 荆 


7.3.2 习题 


上 


对 下 面 每 个 定 积分 ,构造 ( 手 算 ) 一 个 3 行 的 龙 贝 格 表 ( 表 7.5)， 
( | Site _ 0.6717578646… 


(D) adaeaa -= 0.1997146621… 


(ec) | .去 


| 一 [di = 4.4713993943… 


< + 而 





(js in( 革 jw = 1.1140744942 … 


中 V4- 地 由 = = 3.1415926535… 
企 


. 设 连 续 梯 形 公式 收 敏 到 ( 即 lm 。T( .= 站 。 


《ai 证 明 :连续 辛 普 生 公式 收 伍 到 去 ( 即 lm。S(C7) = 工 )。 

《hb) 证 明 :连续 布尔 公式 收敛 到 工 ( 即 im。B(7) = 工 )。 

(a) 证 明 : 布 尔 公 式 ( 亲 = 1 天 = 巧 对 [0,4] 内 形 如 扰 z) = eg 和 + 二 二 co 的 
小 于 等 于 5 次 的 多 项 式 是 精确 的 。 

《b) 利用 被 积 函 数 扰 *) = cs 基 , 证 明 : 布 尔 公 式 ( = 1, 关 = 1) 在 区 间 [0,4] 内 的 误差 项 


为 : 
全 看 
忆 (Pi) = 一 20 -2 《ec 大 


.利用 待定 系数 法 推导 布尔 公式 (型 = 1 = 1): 计 算 常 数 wo ,ol ,aa 和 ,使 得 : 


「eoa = aog(0 + mg(1) + oa 有 (2) + ta8g(3) 二 cd4gf4) 
对 5 个 函数 gf(6 = 1 和 # 是 精确 的 。 所 示 :可 得 到 线性 方程 组 ， 


Co0 十 吧 1 十 oa 十 二 了 + cd 三 十 
全 1 十 2m> 十 3c3 十 二 ca = 名 

付 

亿 1 十 村 十 Das 十 16m， 一 本 

1 十 So +27o3 上 + 国 o = 研 


1024 


1 + 16muy +81aw3 +256o= 5 
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5. 对 J=2 的 情况 ,建立 关系 B(J) = (163(J) - SC =- 1)715, 利 用 如 下 信息 ， 
SG = 学 ( 放 +4 访 + 及) 
和 
S(2) = 字 ( 太 + 4 +25+4p+ 太 ) 
6， 辛 普 生 言 公 式 。 考 虑 闲 区 间 [xo,x] 上 的 梯形 公式 : 步 长 为 3 的 T(7.36) = (312)( 及 
+ 户 ), 和 步 长 为 二 的 TCF iD = (RA2)( 太 +27 +2 态 + 态 ), 证 明 : 线 性 组 合 (97(A, 有 ) - 
7(/,35) )/8 得 到 辛 普 生计 公式 。 


7. 利用 式 (25) 和 式 (26) 建 立 式 (27)。 
.利用 式 (28) 和 式 (29) 建 立 式 (30)。 
9. 求 下 面 的 最 小 整数 天: 


(o) | szw = 256 = 员 ( 开 ,天 ) 


名 


了 
( 旨 | 11x9d -= 2048 = 只 ( 居 ,并 ) 


10. 利 用 龙 贝 格 积分 ,计算 积分 GD | | VXex 和 (这 2ea 的 逼近 结果 已 在 下 表 中 给 出 : 


~ CGOpaE | (gg 
只 (0,0] = 0.5000000 RiO,DO) = 1.0000000 
中 (1 1) = 人 0 的 30712 有 (1 ,1) =0.6666667 
民 (2，2)》 := 站 .6577566 中 (2,2) = 0.6666667 
民 (3,37 :=0.6636076 及 (3,3) = 0.6666667 
4,4) =0.6659929 只 (4.4)] = 人 .6666667 











要 求 : 
(a) 利用 变量 替换 * = 总 和 必 = 2 证 明 ; 两 个 积分 有 同样 的 数值 。 
(b) 讨论 为 什么 积分 人 动 的 收敛 速度 较 慢 而 积分 ( 芭 ) 的 收 敏 速度 较 快 。 
11. 基 于 中 点 会 式 的 龙 贝 格 积分 。 就 效率 和 收 伍 速 度 而 言 ,组 合 中 点 公式 比 组 侣 梯形 公式 


好 。 利 用 中 点 公式 如 下 的 事实 : | Kz) de = MA 有 + 三 ( 广 甩 ,公式 寻 ( 记 已 和 误 
差 项 Bu ( 记 妨 由 MCA) = 3 人 + (下 -了 ] 有] 给 出 ,其 中 必 = 4 
和 





玉 w [六 大) = 总 | 丰 2 十 辐 2 上 十 @@3 丰 6 十 四 
要 求 : 
《al 由 ， 





wo -与 5 
推导 连续 中 点 公式 ; 


(J) = 于 ( 疡 记 ) = 全 了 全 人- 了 ) 为 ] 
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其 中 瑚 ) 二 2。 
(b) 给 出 如 何 用 连续 中 点 公式 埠 换 龙 贝 格 积分 中 的 连续 梯形 公式 。 


7.3.3 算法 与 程序 


om 


小 


司 ， nm 


7 .4 


. 利用 程序 7.4 求 习题 ! 中 的 积分 ,精确 到 小 数 点 后 第 11 位 。 
. 利用 程序 7.4 求 下 面 两 个 定 积分 ,精确 到 小 数 点 后 第 10 位 。 两 个 定 积分 的 精确 值 都 是 


re 解释 两 个 龙 贝 格 序 列 中 积分 速度 的 差别 : 
(| V 和 = 二 w (| 4 ,下 


0 + 





. 正 态 概率 密度 函数 为 At) = (LV28)e-52, 而 际 积 分 布 (cumulative distibution) 为 由 积 





分 8(x) = 于 + -六 | 。 7 几 定 义 的 函数 。 计 算 有 8 位 有 效 数字 的 @(0.5),@(1.0)， 
开 v0 


理 (1.5) , 瑟 (2.0) ,再 (2.5) , 吊 (3.0) , 亚 (3.5) 和 亚 (4.0) 的 值 。 


. 收 改 积 序 7.3, 使 它 在 连续 梯形 公式 的 相 邻 值 7T( 天 - 1) 和 7(K) 相 差 小 于 5x 105 时 中 


止 。 


. 修改 程序 7.3, 使 它 能 计算 连续 辛 普 生 公式 和 布尔 公式 。 
. 修改 程序 7.4, 使 它 用 连续 中 点 公式 进行 龙 贝 格 积分 (利用 习题 11 中 的 结果 ) ,利用 程 


序 求 下 面积 分 的 近似 值 ,精确 到 小 数 点 后 第 10 位 。 
国定 a 人 | VE 


. 在 程序 7.4 中 ,对 给 定 定 积分 的 逼近 保存 在 一 个 下 三 角 和 矩阵 的 对 角 线 上 ,修改 程序 


7.4, 使 其 能 顺序 计算 龙 贝 格 积分 表 的 行 , 昌 结 果 保 存在 一 个 nx 1 的 答 阵 六 中 ,从 而 节 
省 空间 。 使 用 习题 1 来 检验 程序 。 


自 适 应 积分 


组 合 积分 公式 机 求 等 距 节 点 。 典 型 情况 下 ,在 整个 积分 区 间 使 用 小 步 长 放 , 以 保证 整体 精 
度 。 这 并 没有 考虑 到 可 能 存在 曲线 的 某 些 部 分 比 其 他 部 分 变化 剧烈 的 情况 。 引 人 一 种 方法 ， 
能 在 函数 值 变化 大 的 部 分 减 小 步 长 ,这 是 很 有 用 的 。 该 技术 称 为 自 适应 积分 , 它 的 基础 是 辛 普 
生 人 台式 。 

辛 普 生 公式 使 用 [ o , 吕 ] 上 的 两 个 子 区 癌 ; 


S(as 8) = 性 (Kaa) +4/(eD+7 有 AD)) (GD) 


其 中 不 大 = 本 [as 十 五 ], 且 严 = 【有 号 一 ai2。 更 进一步 , 若 FE Ce,), 风 存在 一 个 值 本 丘 
[as , 吕 ] ,使 得 : 


和 
和 Km = SCay6) 下 三 癌 ， (2) 
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7.4.1 区 间 细 分 [refnement) 


区 间 [w ,总 ] 的 4 个 子 区 间 的 组 人 台 辛 苏 生 公式 可 通过 将 该 区 间 划 分 为 两 个 相等 子 区 间 
[on ba] 和 [aeyae], 并 在 每 段 上 递归 地 利用 式 ( 巧 实现 。 只 需 杰 增 加 两 个 起 *) 求 值 计算 ,其 
结果 为 ， 

Saay t+Staoypa)= (CFan) +4cot+ 扎 加 
(3) 
+ 全 (Haa)+4f(ce)+Hia)) 
其 中 , an = bi = aa=cypa= 六 ,ou 是 [Lau， 中] 的 中 点 ,而 ca 大 | ea,pe] 的 中 点 。 在 式 
3) 中, 步 长 为 12, 它 对 应 于 等 式 右 端 的 RU6。 进 一 步 , 若 FE C4[a,8], 则 存在 一 个 值 吕 经 
[am ,号 ] ,使 得 ， 


中 5 和 和 

全 As)a 二 SCouta) + S(ae to) -下 大 人) (4》 

设 .9(d)= /5a), 则 可 由 式 (2) 和 式 (4) 的 右 端 得 到 关系 : 
遇 了 交 和 
SCe8) -下 大 人 -Sa 本 )+S(oa, 吕 -和 {3) 
它 可 写 为 : 
册 

-后 ) Se 有) Se (6) 

将 式 (6) 代 人 式 (4) ,得 误差 估计: 


人 oa -Saab) -SCoo ,) 
。 (7) 
~ 下 | Sa ya) 十 SCaas 1) 一 Sa 到 ) | 


由 于 假设 AP ( di)= (由 ) ,在 使 用 该 方法 时 ,(7) 式 右 端 的 二 用 二 替换 。 这 讲 明 下 面 的 测试 
是 合理 的 。 


7.4.2 精度 测试 
设 对 区 间 [os ,] 指 定 容 差 s > 0, 若 ; 
曾 18(au 有)+S(aay5o) -SC(a ce (8) 
我 们 推 叫 ,有 : 
row -sea -SCeesia| < 9) 
于 是 利用 辛 普 生 组 合 公式 (3) 明 近 积分 : 
Treoae = 83(aai ,50) + SCoo yt] 《10) 


且 该 逼近 在 区 间 [ oa, ,名 ] 上 的 误差 限 为 es, 。 


286 数值 方法 (MATLAB 版 ) 


自 适应 积分 通过 应 用 辛 普 生 公式 (1) 和 (3) 实 更 。 从 |[ oo, bo] ,so 开始 ,其 中 en 为 [ oo 
bo] 上 数值 积分 的 容 差 。 该 区 间 细 分 为 两 个 子 区 间 , 记 为 [ au , bu ] 和 [en,5e]。 若 通过 了 精度 
测试 式 (8) , 则 将 积分 公式 (3) 应 用 于 区 了 间 f so, io] ,过 程 结束 ; 若 未 通过 测试 , 则 两 个 子 区 间 记 
为 [ ei , 国 ] 和 [az, 妨 ] ,在 其 上 分 别 采用 容 差 s = 于 co 和 ea = 才 co。 这 样 就 得 到 两 个 子 区间 及 


其 相应 的 容 差 ,需要 进一步 细 分 和 测试 :i[ el,] ,si 和 {[es, 包 ],e1 其 中 +e=suo 车 
必须 继续 进行 自 适应 积分 , 则 必须 进一步 细 分 子 区 间 和 进行 测试, 每 个 子 区 间 都 有 相应 的 容 
差 。 

在 第 2 步 中 我 们 首先 考虑 [ma , 妃 ],eij ,并 将 区 同 [ o , b] 细 分 为 [an ,6 ] 和 [ay8o]， 
若 它们 以 容 差 s 通过 了 精度 测试 式 (8) , 则 在 区 间 [ ci , ] 上 应 用 公式 (3) ,上 且 在 此 区 间 上 能 保 
证 精度 ; 若 不 能 以 容 差 。 通过 精度 测试 式 (8) , 则 必须 对 两 个 子 区 间 [ou , 5 ] 和 [ aa,8] 进 行 
细 分 ,并 在 第 3 步 中 以 减 小 的 容 差 于 el 进行 测试 。 此 外 ,第 2 步 还 要 考虑 1[ os, 刀 ] ,el ,将 区 
间 [ es , 5 ] 细 分 为 子 区 间 [ ex , ba ] 和 [ en, jz]。 若 以 容 差 e 通过 精度 测试 式 (8), 则 在 区 间 
[os:, 刀 ] 上 应 用 公式 (3), 且 在 此 区 间 上 能 保证 精度 ;如 果 以 容 差 s; 测试 式 (8) ,出 必须 对 两 个 
子 区 间 [ oa , ba] 和 [ an,bo] 再 进行 细 分 ,并 在 第 3 步 中 以 减 小 的 容 差 卫 e; 进行 测试 。 因 此 ， 
第 2 步 生成 3 或 4 个 子 区 间 , 我 们 对 其 进行 连续 地 标注 。3 个 子 区 间 重 新 标记 为 i[ ui , 5 ]， 
后 [wa 如]，e 和 [ay 玉 ],el。 其 中 :e+ e+a= sos 对 于 4 个 子 区 间 , 则 为 [ea ,号 ]， 
ei [ea , 思 ] ,sa [aa 加 ,es 和 |Fesy 呈 es。 其 中 :el +et+te+el=ens 

若 必须 继续 进行 自 适应 积分 ,必须 以 各 自 相应 的 容 差 测试 较 小 的 区 间 。 式 (4) 中 的 误差 顶 
显示 ,每 一 次 对 一 个 较 小 的 区 间 进 行 细 分 ,误差 的 误 减 因子 大 约 为 二 。 这 样 该 过 程 将 在 有 限 步 
之 后 停止 。 该 方法 的 记录 中 包括 一 个 标记 变量 ,用 以 指示 每 个 子 区间 是 否 通 过 了 精度 测试 。 
为 避免 不 必要 的 F(x) 求 值 计算 ， 何以 在 对 应 于 每 个 了 区 间 的 一 个 数据 表 中 给 册 。 该 过 
程 的 细节 将 在 程序 7.6 中 给 出 。 





例 7.16 用 自 这 应 积分 求 定 积分 | ac - 妇 )e-a2 ce 的 教 值 训 近 ,起 始 容 差 为 < = 0.00001。 


该 方法 的 实现 需要 20 个 子 区 闻 , 表 7.8 列 出 了 每 个 子 区 间 [ae 加 ,组合 辛 普 生 公式 
Stan t+S(aoybo), 该 各 近 的 误差 界 以 及 相应 的 容 差 Eto 通过 对 辛 普 生 公式 吉 近 求 
和 得 到 积分 的 近似 值 ， 


下 
ax _- 好)e-2 风 .54878823413 (1) 
囊 7.8 AIz)=13fz- 巡 Je 3 的 自 适应 积分 计算 










8Ka ， Ba ) + 
Sa aa 
站 .02287134840 
日 ,05948686456 
昌 ,( 洛 434213630 








人 (8 的 左 误 差 界 [到 ] 的 容 莽 sa 








站 .0 
站 .0625 





,00000001522 
0.000000013156 


0.00000015625 
站 .00000015625 
0.00000015625 
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【( 继 束 ) 
o 呈 So 和) (8) 的 左 误差 界 fa ,bt ] 的 春 差 避 
量 ( aa 有 ,上 2 

0.1875 0.25 0.09969871532 0.00000000981 0.00000015625 

全 .下 0.375 0.21672136781 0.00000025055 0.0000003125 
0.375 0.5 0.20646391592 0.00000018402 0.0000003125 

0.5 0.625 .17150617231 0.00000013381 0.0000003125 
0.625 0.7 人 0.12433363795 0.00000009611 0.0000003125 

人 0. 态 0.875 0.07324515141 0.00000006799 0.0000003125 
0.875 1.0 0.02352883215 0.00000004718 0.0000003125 

1.0 1.125 一 0. 伦 166038952 0.000000031%2 0.0000003125 

让 .125 1.25 一 0.06065079384 站.00000002084 0.0000003125 

1 .25 1.5 -0.21080823822 0.00000031714 0.000000625 

1.5 2.0 一 人 .60550965007 0.00000003195 0.00000125 

2.0 .5 -0.31985720175 0.00000008106 0.000000625 

2 .和 5 2.5 -0.30061749228 0.00000008301 0.000000625 

2.5 2. 了 5 -0.27009962412 0.00000007071 0.000000625 

2.75 3.0 -0.23474721177 0.00000005447 0.000000625 

3.0 3.5 -站 .36389799695 0.00000103699 0.00000125 

3.5 4.0 一 0.24313827772 0.00000041708 0.00000125 

1.54878823413 0.00000296809 0.00001 
图 7.9 自 适 应 积分 中 [0,4] 的 子 区 间 
积分 的 真 悟 为 ， 
站 ac - z2)esa2de =- 408e 一 也 (12) 
0 27 
= 一 1.5487883725279481333 
故 , 自 适应 积分 的 误 盖 为 : 
1- 1.54878837253 -【《 ~ 1.54878823413) | = 0.00000013840 (13》 


小 于 给 定 的 容 差 如 =0.0D0001。 自 适应 方法 包含 了 区 间 [0,4] 的 2 加 个 子 区 间 , 用 了 81 次 函 
数 求 值 。 图 7.9 显示 了 7 = 成 *) 曲 钱 和 2 个子 区 间 ,在 原点 附近 函数 值 变化 大 的 部 分 区 
间 宽 度 较 小 。 在 自 适 应 方法 的 区 间 细 分 和 精度 测试 过 程 中 ,前 4 个 宽度 为 0.25 的 区 间 被 
二 分 为 宽度 为 0.03125 的 8 个 子 区 间 。 车 继续 使 用 该 步 长 , 则 需要 于 =128 个 子 区 阅 来 进 
行 组 合 普 兽 生 公式 的 计算 ,其 近似 结果 为 - 1.54878844029, 误差 慎 为 0.00000006776。 虽 
然 组 合 六 普 生 公式 的 误差 将 近 是 自 适应 积分 方法 误差 的 一 半 , 但 它 增 加 了 176 个 通 数 来 
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值 计算 ,而 精度 的 提高 向 不 足 道 , 故 自 过 应 积分 的 计算 量 节省 是 显著 的 。 


程序 7.5 中 smle 是 对 7.1 节 中 华 普 生 会 式 的 改进 ,其 输出 为 包含 区 间 [z0, 50j 上 辛 普 生 
会 式 结果 的 向 量 Z。 程 序 7.6 调 用 snle 作为 一 个 子 程序 来 实现 良 适 应 积分 过 程 中 产生 的 子 


区 间 上 的 辛 普 生 公式 。 





程序 7.5 ( 垃 普 生 公式 ) 用 辛 普 生 公式 通 近 积分 ， 
Am = 二 oo) + 47KcO) ri0)) 
其 中 c0=(a0+ 80)72 








Eunctieon 2= SILetf,a0,b0,t010) 

向 InRut -下 3the inbegrarnd 1irput ae 电 BtrinG  E 
针 ~ ab and hb0 are UpPPer arnd Lower Limits of 1ntecration 
对 -tcl10 19 the oOLeramnece 

入 Cutput - 2 3 中 Tx6 vector [a0 bo SS2 err toll] 
hz= (b0-a0)723 

C= zerosf1 ,3)1 

和 = fevalft,[aofa0 +b0)x2 bn])i 
S=hefetly+dxeet2y+CC3))73 

S2 = 8 

tol1L = 上 上 10; 

Err = 七 D10， 

za=[aoboss2a errtoll]i 








程序 7.6 (用 辛 普 生 公式 的 自 适应 积分 ] ” 通 近 积分 : 
ou 2 Cs) 十 Fa 十 2F(xd4f 1) 


+ 47xal) + 扰 3t) 
在 4 形 个 子 区间 [x4，，， #4j] 上 应 用 组 合 辛 普 生 公式 ,其 中 [a， 二 ] 二 [ xo ， waw ] 而 革 45-4+ 二 
X4_4 十 及 天 = 和 7=1 4 
L 








functicn [SRmat ,euadyerr] = adaptff,a,b,tol) 


多 InPUE 一 上 上 守 S the integrand input as 了 SEring " 王 

对 - 己 andhbare upper arq 1owetr Limits of integtraticn 
多 ~- +ol 15 the tolLerance 

多 OutEUuL 一 SRmat is the table of values 

对 ~ Suaa is the cuadrature value 

千 - er 1S the etrez esSt1LInat 扣 


千 耳 iL 七 二 二 圭 e YU 
SRmat = Zerosf30,6) 

工 ezating=0; 

one = 工 ; 

SRvec = Zeroef1 6) 
SRvec = STULeft 上 ,ab,tol); 
SRmat = (1 ,13:6) = SRveci 
m=1; 


站 
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名 七 如 蕊 所 = 工 七 后世 七 工 m 宁 3 


whilefstate = = ezating) 
也 =T; 
人 cr 了 = 了 IT: 于 : 
了 = 了; 


SROvec = SRmatfp,:)， 
etr = SROVeec(S》， 
tel = SROvec[ 皇 ] ; 
iftol < = err) 
名 卫 1Sect imterval,apply Simpson"s zule 
第 工 全 CUTS1iWe1LY amd 可 全 丰 全 ITIL 过 后 半 TO 
各 七 总 七 全 = 虽 oDe; 
SR1wec = SROYeci 
SR2Vwec = SROYVECi 
昌 = SROvec(f1); 
了 = SROvecf21; 
性 = (aa+D2i 
err = SROVec(5); 
tol = SROvect6); 
十 口 ]2 = 巧 DLA 
SRLVec = SrUJLeff,aye,tol2); 
SR2Vvec = BtU1LefF cb,tol2); 
err = abs(SROvec(3) - SRLvec(3) - SR2vec(3))710i 
村 关 CCUTBACY 七 所 号 
E《err<tol) 
SRImatfP,:) = SROVveci 
SRmat(3,4)》 = SR1vecf3) + SRavec(3); 
SRmatP,5) = erTi 
昌 】S 扬 
SRmatf{D+1:m+1:) = SRmattp:my :3 
mW= 机 + 工 ; 
SRmat{p,:) = SR1vec 
SRmat(i +1，:) = SR2Veci 
号 七 忆 七 所 一 守 七 全 并 七 了 用 可 
erd 
en 马 
end 
emna 
auad = Sumf SRmatr :47 
er = SUmLCaDSfSRmatfty 5777 
SRImat = BRmat(1:rmy 工 :54 


7.4.3 算法 与 程序 
1. 用 程序 7.6 求 以 下 定 积分 的 近似 值 ,使 用 起 始 容 差 es。 = 0.00001。 


(8 32 二 (b) st) et 
(9) 妈 ww (9 上 | 


(| sn 人 ja (DY 本 = 到 
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. 对 问题 1 中 的 每 个 定 积分 ,绘制 -- 个 类 似 于 图 7.9 的 图 。 提 示 :SRmat 的 第 一 列 包含 了 
自 适 应 积分 过 程 的 子 区 间 端 扣 ( 除 了 以 外 )。 如 果 T= SRmat(:,1) 和 Z = zeros(length 
(TD , 则 plotT,Z，…) 将 生成 子 区 间 ( 除 了 右 端 点 五 以 外 )。 

. 修改 程序 7.6 以 在 每 个 子 区 闻 [ mw ,到 ] 上 应 用 布尔 公式 。 

. 使 用 问题 3 中 修改 后 的 程序 ,计算 癌 题 1 中 定 积分 的 近似 值 , 并 绘制 类 似 于 图 7.9 的 
是 。 


7.5 高 斯 - 勒 让 德 积 分 (可 选 ) 


我 们 希望 计算 曲线 : 


hi 


本 


y= 所 4 -1 sx 二 1 
下 的 面积 。 若 只 人 允许 进行 两 次 函数 求 值 ,什么 方法 能 产生 最 好 的 答案 呢 ? 我 们 已 经 看 到 ,梯形 
公式 是 计算 曲线 下 面积 量 在 端点 ( ~- 1, 恋 - 0)) 和 (1, 六 1)) 处 求 两 次 函数 的 方法 。 但 是 若 y = 
所 了 ) 的 曲线 为 向 下 四 的 , 则 有 还 近 的 误差 为 曲线 和 连接 两 个 端点 直线 之 间 区 玻 的 面积 , 另 一 个 
例子 在 图 7.10 (ga) 中 给 出 。 

如 果 能 用 区 间 [ - 1,1 中 的 节点 和 xz ,过 点 (2 , 志 2)) 和 (za ,所 雪 ) 的 直线 , 则 直线 下 

的 面积 更 接近 曲线 下 的 面积 ( 见 图 7.10(b))。 直 线 方程 为 : 
ye) 《xz 一 %CAz 一 产 xi)) 


而 直线 下 的 梯形 面积 为 : 
4 = 二 aa) -2 7) (2) 


Xa 训 1 





(有 








图 ?7.10 《〈9) 用 横 坐 标 - 1 和 1 的 梯形 各 近 
(b) 用 横 坐 标 *x 和 z 的 梯形 各 近 


注意 :梯形 公式 是 式 (2) 的 一 种 特例 , 当 我 们 选择 mw = -1,x =1 和 户 =2 时 ,有 ，; 


T(P 有 = 冯 H) -了 Ha) -77 
用 待定 系数 法 找 出 横 坐 标 * , xz , 权 w 和 o, ,使 得 公式 ; 


Ra 可 wa + eta G) 
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对 3 次 多 项 式 ( 即 Fx)= ea 号 +o 和 +eGz+t 如 ) 精 确 。 由 于 式 (3 中 有 4 个 系数 ml ,eax 和 
2 待定 ,我 们 可 选择 4 个 条 件 来 满足 。 利 用 积分 的 可 加 性 ,只 击 使 式 (3) 对 4 个 图 数 FLxz) = 1， 
2 x3 精确 即 可 。4 个 积分 荣 件 为 : 


F(z) = 1: 人 芭 -2 = do 

As) = x: | 过 = 0- oa + 加 (4) 
sx) = 如 ; | 了 =- 半 -wwi+ oo 

= | = = 自 =@ 妇 十 on 旭 


求解 非 线性 方程 组 : 
| 十 tl 二 也 【3) 
如 1 多 1 二 一 全 2 王 2 《6) 
他 | 好 十 划 过 二 了 《71) 
好 = 一 oz 2 (81) 
用 式 (6) 除 式 (8) ,得 ， 
妈 = 扫 或 = -2 (9》 
由 式 (9) ,并 将 (6) 式 左 端 被 党 1 除 , 右 端 被 一 洛 除 , 得 ， 
本 00) 
将 式 (10) 代 人 式 (5) ,结果 为 吧 1 十 名 二 2, 故 : 
区 | = 如 = 工 (Tt》 
在 式 {7) 中 用 式 (9 和 式 (11) ,可 写 出 ， 
w+ 好 = 地 + 好 = 对 或 了 好 = 可 (5 


最 后 ,由 式 (12) 和 和 式 (9) 可 知 节点 汶 : 
-xi = Ya = ]/322 -0.5773502692 
我 们 已 经 找到 了 两 点 高 斯 - 勤 让 德 公式 的 节点 和 权 。 由 于 该 公式 对 3 次 多 项 式 精 确 , 因 
此 误差 项 包含 4 阶 导数 。 对 误差 项 的 讨论 可 在 参考 文献 [41] 中 找到 。 


定理 7.8 (两 点 高 斯 -~ 勒 让 德 公 式 ) 震 了 在 [ - 1,1] 内 连续 , 则 ; 


| Am =- GCC = 几 霹 ) -及 ) (13) 
高 斯 - 勒 让 德 公式 Cs( 户 的 精度 为 = 3。 若 JE CT -1,1] , 则 | 
| maoa = 开 避 BO (4) 
其 中 
忆 (P= 姜 全 ) (3) 


和 
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例 7.17 利用 两 点 高 斯 - 勒 让 德 公式 计算 逼近 : 


1 攻 
| : 5 = ln(3) - In(1) = 1.09861 


六 将 结果 与 疡 =2 的 梯形 公式 (Pi 和 睛 = 工 的 辛 兽 生 公式 比较 。 

设 SCf,) 表 示 两 点 离 斯 ~ 勒 让 德 公式 , 则 Gu( 户 : 
Ca( 门 = 扩 -0.57735) + 70.57735) 
=0.70291+0.38800 = 1.09091 


TCF 2 = 所 -1.00000)+ FI1.00000) 
= 1.00000 + 0.33333 = 1.33333 





1+2+ 本 





SPD= 世 -有 D 40) + 所 D_ 


误差 分 别 为 0.00770, -0.23472 和 -- 0.01150, 由 此 可 见 , 高 斯 - 勒 让 德 公式 效果 最 住 。 注 
意 高 斯 - 勒 让 德 公式 只 需要 2 次 函数 求 值 , 而 广 普 生 公式 需要 3 次 。 在 本 例 中 刀 ( 门 的 
误差 规 宰 约 为 SP1) 误 差 规模 的 鲁 名 。 
一 般 的  - 点 高 斯 - 惑 让 德 公式 对 次 数 小 于 等 于 2 - !1 的 多 项 式 是 精确 的 ,数值 积分 公式 为 ， 
Go 站 = 天 sr) + ons7 甩 sw + + wm 《16) 
所 需要 的 机 坐标 xx 和 权 wwe 已 制 成 表 , 便 于 查找 ; 表 7.9 列 出 了 直至 8 点 的 值 ,该 表 中 还 外 会 
了 对 应 于 Gw( 门 的 误差 项 酌 ( 廊 的 形式 ,可 用 来 确定 高 斯 - 勤 让 德 积 分 公式 的 精度 。 
表 7.9 高 斯 - 勒 让 德 节点 和 机 


=1.11111 


三 Ram = 立 orwtm + 有朋 


























模 肥 标 sw 权 ww 截断 误 莽 By 
2 | 一 [5773502692 1.0000000000 Fe) 
0.5773502692 1.0000000000 1 
二 0.7745965692 0.5555555556 fo(e) 
0.0000000000 0.8888888888 本 5 二 
4 | 二 1.8611363116 0.34785 全 451 Faife) 
二 0.3399810436 人.6521451549 了 2 85 
二 0.9061798459 0.2369268851 ， 
5 D.5384693101 0.4786286705 [ 误 各- 
0.0000000000 0.5688888885 
二 0.9924695142 0.1713244924 | 本 
6 二 0.6612093865 0.3607515730 2 461) 
| *0.2386l9la1 | 0.4679139946 | 《2 1 
二 0.9491079123 0.1294849662 
7 士 D.M415311856 站 .2797053915 Life)25(71 放 
二 0.4058451514 0.3818300505 THj3851 
0.0000000000 昌 .4179591837 
+0.9602896565 0.1012285363 
8 寺 0,7966564774 0.2223830345 27 1081 
0.5255324099 0.3137066459 16035171 











土 间 .19834346425 0.3626837834 
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表 7.9 中 的 值 没有 简洁 的 表示 形式 ,这 使 该 方法 在 手 算 时 不 甚 有 吸引 力 ;但 当 这 些 值 保存 
在 计算 机 中 时 ,在 需要 时 查找 甚 为 便捷 。 节 点 实际 是 勤 让 德 多 项 式 的 根 ,而 对 应 的 权 要 通过 求 
解 方程 组 得 到 。 三 点 高 斯 - 勤 让 德 公 式 的 节点 是 - (0.6)”“ .0 和 (0.6)22 ,对 应 的 权 为 5/9、8/9 
和 5/9 。 


定理 7.9 { 三 点 高 斯 - 勒 让 德 公式 ) 若 y 了 在 [ - 1,1] 内 连续 , 则 : 








| Faz)m 总 (= _ 35- 305) = 于) + SKY 入) (7) 
高 斯 - 勒 让 德 公式 cs( 户 的 精度 为 "= 5。 若 FE Ca[ - 1 风 ， 
人 mow _ SKY35) + 50) +SAY35 BC aag) 
其 中 : 
已 (P) = 万 人 0 


1750 
例 7.18 证 明 三 点 高 斯 - 勒 让 德 公式 对 : 
[ 5 = 2= 6Gx( 
是 精确 的 。 


由 于 被 积 通 数 为 所 z) = 5 妈 ,而 (xz)=0, 可 由 式 (19) 得 已 [ 门 =0。 但 在 本 例 中 用 
式 \17) 进 行 计 工 更 有 启发 性 
CC 月 = 开 5)(0.67 0+5(5)(0.6) - 世 





= 了 
下 面 的 结 采 说 明和 如 何 政变 积分 变量 ,使 得 高 斯 - 勒 让 德 公式 可 在 区 间 [a ,5] 内 应 用 。 


定理 了 .1 设 区 间 [ 一 tf,1t 内 的 到 点 高 斯 一 勒 让 德 公式 的 横 坐 标 jxw y 和 权 | own 人 已 
知 , 欲 在 区 间 [a, 内 应 用 公式 ,使 用 变量 替换 ; 


如 十 昨 “5 























= 一 + * 和 四 = 也 了 {20) 
则 通过 如 下 关系 : 
4 1 生 十 站 一 一 
[mopu =- | 2 和 ze (21) 
可 得 积分 公式 : 
一 台 这 三 一 亚 
ja = ov 帮 2 二 +] (22) 


天 = 二 
例 7.19 用 三 点 高 斯 ~ 勒 让 德 公式 逼近 ， 
] 
-= ln(5) - In(1) 1.609438 
并 和 将 结果 与 疡 =1 的 布尔 公 至 (2) 比 较 。 


这 里 @= IT 而 六 = 了 , 故 由 式 (22) 得 ， 
CC 月 = 人 下 3 一 2(0.6)2 ) + 33 0+5A3+200.6) 忆 ) 





rr 
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= (2) 


在 例 7.13 中 我 们 知道 布尔 公式 的 丫 果 为 五 (2) = 1.617778 ,误差 分 别 为 0.006744 和 
-0.008340, 故 在 此 情况 下 高 斯 - 鞠 让 德 公 式 略 优 ,注意 高 疡 - 鞠 让 相公 式 只 需要 求 3 次 
函数 值 ,而 布尔 公式 需 S 次 。 本 例 中 两 个 误差 规模 相同 。 


高 斯 - 勒 证 德 积 分 公式 非常 精确 ,在 需 对 许多 性 质 相 同 的 积分 求 值 时 ,需要 认真 考虑 。 在 
这 种 情况 下 , 旋 该 如 下 进行 : 选 出 玫 个 有 代表 性 的 积分 ,包括 可 能 出 现 最 坏 情况 的 积分 ;确定 获 
得 需要 精度 所 需 的 采样 点 数 ;然后 固定 六 ,对 所 有 积分 用 六 个 采样 点 由 高 斯 - 勒 让 德 公式 
计算 。 

对 给 定 值 #, 程 序 7.7 要 求 将 表 7.9 中 的 捍 坐 标 和 权 值 分 别 保存 在 1xr 的 矩阵 4 和 四 
中 ,这 可 在 MATLAB 的 命令 窗口 中 实现 ,或 将 撼 阵 存 为 虹 文件。 可 以 将 表 7.9 保存 在 35xX2 
的 委 阵 @ 中 , GE 的 第 一 行 包 售 横 坐 标 ,第 二 行 包 含 对 应 的 权 。 则 对 给 定 的 值 w, 和 矩阵 4 和 四 
为 下 的 子 矩阵 。 例 如 , 若 认 =3, 则 4=6(3:5,1) 且 亢 = (3:5, 2 。 


=1.602694 





3.446359 + 2.666667 + 1.099096 
5 








程序 7.7 (高 斯 - 勒 让 德 求 积分 公式 } 利用 妃 *) 在 六 个 非 等 步 长 点 1 | 吕 的 采样 
求 积 分 ， 
已 





| ad 二 本 2 own) 
的 欢 近 。 使 用 变 黄 蔡 搞 : 


;= 全 + 二 和 者 -二 =- 台 几 














了 2 2 
横 坐 标 1 zw 记 ; 和 校 fawws 志 ;必须 从 一 个 表 中 获得 
functIon Guiad = gauggsf 王 , 忆 , 了 ,可 ) 
务 InPUL 一 王 Ss the inbegrane input 中 3 孔 Strirng “下 
和 - 也 andpare UPPer and lower 1imits of integtration 
省 一 和 Ithed XI Vector fabscisgsas 上 rom Tab]e 了 .9 
千 - 让 1 theaxHVvecter ct weights from Table7?.9 


委 Output ”~ eqnunad is the culadqrature valte 


可 = JenSthfa); 

T= zerosfl ,IJ 
Te=f(at+rDb)2)+(fb-a)A2)# 有 
quad=((b-ajA3) + sum( 风 。# fevalfEtT))， 


7.5.1 习题 
在 习题 1 一 S 中 ,证 明 两 个 积分 是 等 价 的 ,并 计算 Ca 门 。 


1 | ce - 和 sx 15 


2 . 上 sn(od = 人 an 二 1 丈 
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1 sinf) 1 sinf(x + 1)72) 
3. | 二 由 = | 名 灾 





1 1 1 [ as 
”wjJn ww2r 

. 二 | cos(o.Gsin(D)@ - 0.5| cos(o.inf (az 4 子 ] ) 

. 利用 表 7.9 中 的 下 ( 廊 和 定理 7.10 中 的 变量 代 换 求 出 最 小 整数 六 ,使 得 对 ， 


() [sww - 256 = Br 


LAn 


台 , 


(D) [nx = 2048 = GO 


有 本 (月 =0。 
. 求 下 列 勒 让 德 多 项 式 的 根 ,并 将 它们 与 表 7.9 中 的 横 坐 标 相 比 较 。 
(aj Ps(x)= (3 和 一 1) 
(b) Psifxz)=(582 一 3x)12 
(cj) PCxz) = (3 和 -300213718 
. 于 区 间 上 -11 内 两 点 高 斯 - 勒 证 德 公 式 的 截断 误差 项 为 Fe (e )113$,[e ,内 辛 普 
生 公 式 的 截断 误 善 为 - 入 (ce )190, 试 比较 当 [a,5] =[ -11] 时 的 两 个 截断 误差 ， 
你 认为 哪个 更 好 ,为 什么 ? 
9. 三 点 高 斯 - 勒 让 德 公式 为 ， 
[ 人 看 = 玉 -00.6)) 二 8) +5FC(0.6) 王 ) 


~ 


名 





证 明 : 公 式 对 产 z) = Ts 和 刀 ,,x,x5 是 精确 的 。 提 示 ; 者 了 为 奇 函 数 ( 即 ,F( -= 
《xz 则 了 在 [ -1,1] 内 的 积分 为 0。 

10. 三 点 高 斯 ~ 勒 让 德 公式 在 区 间 [ - 山 1 内 的 截断 误差 为 Fa (e; )7115 750,[ ,5] 内 布尔 
公式 的 截断 误 盖 为 -8i (co)1945, 比较 当 [a,5] =[ -1,1 时 的 误差 项 , 哪 种 方法 
更 好 ? 为 什么 ? 

.用 以 下 步 双 推导 三 点 高 斯 - 勤 让 德 公式 。 利 用 横 坐 标 是 三 次 勒 让 德 儿 项 式 的 根 ， 

4 二 (0.6)2 ，x， =0,x3 = (0.6)2。 

求 权 ui ,ws 和 os ,使 得 ; 


人 mad = o 扰 - (0.6)12) + 加 赤 0) + 大 (0.6 产 ) 
对 函数 六 xz) = 1,xs 和 x 精确 。 提 示 :首先 得 出 线性 方程 组 


ol + az + 3 二 了 
- (0.6)o + (0.6)2os = 人 0 
守 
3 


一 
上 


0.6om， +0.6on = 
然后 求解 。 
人 2. 在 实际 运算 中 ,者 要 对 许多 同一 类 型 的 积分 求 值 ,需要 先进 行 初步 分 析 ,来 确定 获得 需 
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要 的 精度 所 需 的 苯 数 求 值 数 。 假 设 需要 17 次 求 值 , 比较 龙 贝 格 积分 结果 只 (4,4) 和 高 
斯 - 勒 让 德 结果 Cn 六 。 


7.5.2 算法 与 程序 


1, 对 习题 1 ~ 5 中 的 每 个 积分 ,用 程序 7.7 求 名 (月 ,CCP 和 如 (有 。 
2，(a) 修改 程序 7.7, 使 之 可 计算 6 (站 ,GCC 门 ,，Gs(P, 并 当 结 果 通 近 G_,( 记 和 

ci 方 的 相对 误差 小 于 预 证 值 tol , 即 : 

2 六 -COCwk 有 | < 二 
1eCr( 记 +GCD| 
时 停止 。 
提示 :如 同上 节 最 后 所 讨论 的 ,将 表 7.9 以 35x2 抢 阵 6 保存 在 一 个 碍 文件 中 。 
(b) 利用 (a) 中 的 程序 有 逼 近 习题 1 ~ 5 中 的 积分 ,精确 到 小 数 点 后 第 5 位 。 
3. (a) 使 用 6 点 高 斯 - 勤 让 德 公式 通 近 积分 ， 
oz) = 加 +0 直 cz + of 二 


将 衣 近 解 代 人 积分 式 的 右边 并 简化 之 。 
《b) 使 用 8 点 高 斯 - 勒 让 德 公式 重 做 (a) 。 
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在 机 械 工程 的 长 方形 三 维 空间 模拟 振动 过 程 常 使 用 二 维 波 动 方程 。 如 果 将 平板 的 四 个 边 
固定 , 刘 正 弦 振 荡 可 用 双重 傅 里 时 级 数 表 示 。 设 在 某 一 个 特定 的 时 刻 ,在 点 (xs,y) 处 的 高 度 
z= 姑 xy) 可 用 下 式 表示 : 

2 = Fas,y) =0.02sin(xz)sinf(y) -0.039sin(2x )sinfy) 
+ 人 0.04sin(xysin(27) +0.08sin(2xjsinf27)} 
最 大 偏转 点 位 于 何 处 ? 分 别 观察 图 8.1(a) 和 (hb) 中 的 三 维 图 形 和 等 高 线 图 ,可 看 出 在 区 间 0 友 
xs<f0<y 近 x 内 有 两 个 局 部 极 小 值 和 两 个 局 部 极 大 值 。 可 以 通过 数值 方法 找到 它们 的 大 致 
位 置 : 


AD.8278,2.3322) = - 0.1200 和 所 2.5351,0.6298) = - 0.0264 
是 局 部 极 小 值 ,而 : 
人 0.9241,0.7640) = 0.0998 和 大 2.3979,2.2287) = 0.0853 


是 局 部 极 大 值 。 





8.1 《al) 振 蓝 平板 的 位 移 z= 妃 *,y)ifDb) 振 葛 平板 的 等 高 线 Kx ,yy)=C 
本 章 将 简单 介绍 求解 包含 一 个 或 多 个 变量 的 函数 极 值 的 基本 方法 。 


8.1 函数 极 小 值 


定义 8.1( 局 部 极 值 ) 设 有 一 个 函数 f, 如果 存 在 一 个 包含 p 的 开 区 间 天 对 所 有 xE 了 满足 
所 中 < 二 所 < 则 称 画 数 了 在 *= 忆 处 有 一 个 局 部 极 小 值 。 辐 理 , 如 果 对 所 有 sx 和 了 满足 
xz)< 拟 站 ) 则 称 函 数 了 在 *= p 处 有 一 个 局 部 极 大 值 。 如 果 在 * = p 处 有 局 部 极 小 值 或 局 
部 极 大 值 , 则 称 /在 * = p 处 有 一 个 局 部 极 值 。 


定义 8.2( 递 增 和 递减 ) 设 函 数 凡 x) 在 区 间 了 内 有 定义 。 
0 对 所 有 xi 和 和 已 如 果 s < 则 As)< 大 za), 刚 称 函 数 了 在 区 间 了 内 是 递增 的 。 
(1 对 所 有 2 ,ozE 天 如果 so<z, 则 所 zi) > 瑚 思 ), 则 称 函 数 了 在 区 间 7 内 是 递 臧 的 。 
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定理 8.1 设 上 大 yx) 在 区 则 了 = fa, 归 内 连续 , 且 在 区 间 (a ,号 内 可 微 。 
(i) 对 所 有 xEtfa,b) ,如果 产 (sx)>0, 册 关 z) 在 区 间 了 内 递增 。 
《ii 对 所 有 xEfa,5) ,如 果 六 (x)<0, 则 xz) 在 区 间 了 内 递减 。 


定理 8.2 设 恋 x) 在 区 间 5= [ac, 妇 内 有 定义 , 且 在 内 部 点 pE(e ,的 处 有 一 个 局 部 极 值 。 如 
果 大 yx) 在 = 处 可 徽 , 则 广 (p) =0。 


定理 8-3{ 一 阶 导数 届 试 ) 庆 (z) 在 区 间 了 = [ec, 菇 内 连续 。 而 且 除 了 在 x = p 处 ,对 所 有 
xE(a5) 有 定义 。 

(G 如 果 在 区 间 (e,P) 内 有 .六 (zxz) <0 且 在 区 间 (P ,6 内 有 (xz)>0, 则 无 p) 有 一 个 局 部 
极 小 值 。 

《ii 如 果 在 区 间 (e,p) 内 有 (zx*) >0 且 在 区 间 (p, 人 内 有 户 (z)<0, 风 六 p) 有 一 个 局 部 
极 大 值 。 


定理 8.4( 二 阶 导数 测试 ) 设 六 zx) 在 区 间 [e, 刀 内 连续 , 且 太 和 产 在 区 间 {a ,上 内 有 定义 , 且 
存在 PE(a, 妇 是 满足 产 (p) =0 的 一 个 临界 点 。 

人 0) 如 果 产 (p)>0, 则 上 *p) 是 函数 六 的 局 部 极 小 值 。 

( 刘 如 果 .F(p) <0, 则 成 p) 是 函数 的 局 部 极 大 值 。 

《证 ) 如 果 . 产 (p) = 0, 刚 测试 不 确定 。 


例 8.1 根据 二 阶 导数 测试 ,对 在 区 间 [ ~2,2] 内 的 Fx)= 妇 + 妇 -x+l 的 局 部 视 值 进行 分 
类 。 

解 ; 
双 数 的 一 阶 导 数 为 广 (z*)=3z+2x -1=(3x -1)(z+1)， 二 阶 导 数 为 Pr(z)=Gr+2 
有 两 个 点 满足 (xz) = 以 即 x=13, -1。 
情况 ( 介 : 在 zx=13 处 ,可 得 到 矿 (U3)=0 和 . 产 (1H3)=4>0, 因 此 ,Fr) 在 二 =13 处 有 
一 忆 部 极 小 值 。 
情况 (i: 在 *= -1 处 ,可 得 到 (~-1=0 和 jF(-1)= -4<0, 因 此 ,Fazs) 在 zx= -1 处 
有 一 局部 极 大 慎 。 


8.1.1 搜索 方法 


另 一 个 求解 刀 *) 极 值 的 方法 是 对 函数 进行 多 次 估计 来 搜索 一 局 部 极 小 值 。 为 了 减少 函 
数 估计 次 数 ,选择 在 何 处 对 ./x) 进 行 估计 是 非常 重要 的 。 其 中 一 个 最 有 效 的 方法 是 黄金 分 市 
搜索 法 , 它 是 根据 搜索 区 间 的 比例 命名 的 。 


1. 黄金 分 割 率 


设 初始 区 间 为 [0,1]。 如 果 0.5<r<1, 则 0<1-r <0.5, 且 将 区 间 分 成 三 部 分 [0,1 - ”)， 
[1- rr] 和 [r,1]。 一 个 判定 过 程 决 定 是 从 右边 压缩 得 到 新 的 区 间 [0， r] ,或 是 从 左边 压缩 得 
到 新 的 区 间 [1- r,I。 然 后 将 新 的 子 区 间 按 前 面 同样 的 比例 再 分 成 三 部 分 。 

选择 "使 得 其 中 一 个 旧 的 点 位 于 新 区 间 中 的 正确 位 置 , 如 图 8.2 所 示 。 这 表示 比例 
(1- 六 :二 r:1 相同 。 因 此 > 注 是 等 式 1 - > = P, 它 也 可 表示 为 一 个 二 次 方程 + .1 =0 





吕 
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满足 0.S<r<1l 的 解 为 r= 人 VS-1)72。 
为 了 用 黄金 分 割 搜索 法 求 Ax ) 的 最 小 值 .必须 满足 一 个 特殊 的 条 件 ,以 保证 在 区 间 内 确 
有 最 小 信 。 


避 1-* 上 1 站 1-P 严 
E 一 二 一 一 门 王 一 一 





天 1 
FE 一 一 一 | 一 | 一 一 - 一 一 一 | 一作 
由 【-r P 1-r 此 1 
从 右边 压 册 得 到 从 志 演 压缩 得 到 
新 的 区 间 [中 新 的 区 间 [tr, 1] 


图 8.2 黄金 分 割 搜索 中 的 区 间 
定义 8.3( 单 峰 函 数 ) 设 有 冰 数 妃 *) 和 区 间 了 = fa, 中 ,如 果 存 在 惟一 的 数 pE 了 满足; 


灰 x) 在 区 间 [o, zj 内 递减 (1D) 
za) 在 区 间 [P, 妇 内 递增 《2) 
则 称 函 数 大 z ?为 单 峰 曙 数 。 


如 果 扰 引 在 区 间 [e , 缮 内 为 单 峰 函数 , 则 可 以 用 一 个 包含 六 z) 最 小 值 的 子 区 间 代 替 的 区 
间 。 黄 金 分 割 搜索 法 要 用 两 个 内 点 ec= at+(l-r(5-a) 和 d=a+r(5-a), 这 里 r 是 前 面 
提 到 的 黄金 分 割 率 。 这 些 内 点 满足 ae<ec<d<5。 所 zx) 为 单 峰 画 数 的 条 件 保 证 了 函数 值 六 e) 
和 天 力 小 于 | Fa) ,所 5 。 下 面 要 考虑 两 种 情况 (如 图 8.3 所 示 ); 


JE1e} Jr 


安 


各 要 yc 网 从 达 如 果 djcy(a， 现在 边 “ 
缩 并 使 用 区 间 区 可 压 编 并 使 用 区 间 [c, 避 


留 8.3 黄金 分 制 搜索 法 的 判定 过 程 
如 果 天 co 过 护 四 , 则 最 小 值 一 定 在 子 区 间 [e, d] 中 ,这 样 可 用 了 代替 六 ,并 继续 在 新 的 子 
区 间 内 搜索 ,如果 瑚 @) < 天 c) , 则 最 小 值 一 定 在 子 区 间 [ ,5] ,这 样 可 用 e 代 赫 ,并 继续 在 
新 的 子 区 问 内 搜索 。 下 曾 的 例子 比较 了 求 根 法 和 黄金 分 割 搜索 法 。 


例 8.2 求解 单 峰 耿 玫 FlxJ= 妇 - sin(x) 在 区 间 [0,1] 内 的 最 小 值 。 
和 解 ; 
通过 求解 (x) =0, 求 最 小 值 。 可 用 求 根 法 来 求 函 数 导 数 式 F(x) =2x ~ eosfg] 等 于 堆 


的 解 。 册 于 (0) = - 工 且 三 (1) =1.4596977, 所 有 F(x) 的 一 个 根 位 于 区 闻 [0,1] 内 。 
初始 值 为 po = 0,Pl = 工 , 选 代 过 程 如 表 8.1 所 示 ，。 





表 8.1 用 荐 线 法 求解 六 [xj=2x -eolr]=0 
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【 继 表 ) 
天 孜 2p84 一 cog( pk 
3 站 .4465123 -0D.DO0893398 
二 站 .4502137 由 00007329 
S 及.4501836 一 0-00000005 


妥 用 割 线 法 得 到 结果 是 广 (0.4501836) = 0。 二 阶 导数 为 户 (x)=2+sin(xr), 通 过 计算 可 
得 /7(0.4S01836) = 2.435131>0, 西 此 ,最 小 值 为 0.4501836) = - 避 .2324656。 

通过 黄金 分 割 搜索 法 求 最 小 值 。 在 每 一 步 中 ,需要 比较 护 c) 和 成 四 的 函数 值 ,而 且 要 决 
定 是 在 区 闻 [a,gz] 内 还 是 在 [ec,3] 内 继续 搜索 。 相 关 的 计算 如 表 8,2 所 示 。 


表 8.2 用 黄金 分 惠 搜索 法 求解 不 xj = 蛇 - 后 (X] 的 最 小 什 




















并 人 | 你 矶 鼎 ) 所 所 由 ) 
心 DO000000 站 , 38109660 总 .6180340 1 一 ,22684748 =- 一 .19746793 
1 人 .0000000 0.2360680 避 .3319660 刁 .6180340 一 站 .1 到 15339 站 .22684748 
衬 .2360680 嫉 , 妇 19660 恬 .4721360 曲 .6180340 一 口 .2260847148 一 0.23187724 
3 虫 .3819660 站 .47341360 六 ,3279640 所, 疾 80340 一 总.231 人 7724 一 二 0.2504882 
才 由 . 3819660 站 .和 76941 人 .4221360 .5278640 一 吕 ,23227594 一 蜂 .23187724 
5 站 ,3819660 0.4164079 站 -176941 站 .47213600 一 有 .29108238 一 站 23221594 
故 人 .4164079 0.4376941 站 .4508497 站 .4721360 . 一 下 妈 227504 0.23246503 
21 0.4501S 了 4 450t730 站 ,4501827 口 .4501983 一 口 .23246558 一 人 .23246558 
妆 避 .4501730 总 4501827 人 ,4501386 心 .4501983 一 站 .2246558 一 0.23246558 
.4501886 站 .4501923 站 .4501983 一 站 ,29246558 一 0.2324655S8 




















经 过 23 次 选 代 后 ,区 间 缩 小 为 [an ,5 ] = [0.4501827,0.4501983]。 这 个 区 间 的 宽度 为 
0.0000156。 热 而 ,在 这 个 区 间 两 个 端点 的 通 数 值 小 数 点 后 有 8 位 相同 ( 即 Fa ) -~ 
-0.23246558= 所 5) 因此 算法 终止 。 采 用 搜索 法 的 一 个 问题 是 函数 在 最 小 值 处 可 能 
比较 平 给 ,使 得 精度 受 限 。 而 使 用 割 线 法 可 得 到 更 精确 的 丫 果 pi =0.4501836。 
尽管 在 本 个 中 黄金 分 草 搜 索 法 的 搜索 速度 轻 怪 ,但 它 可 用 于 冰 数 Kx ) 不 可 导 的 情况 。 


8.1.2 求解 九 x, 八 的 极 值 
定义 8.1 可 以 很 容易 地 扩展 到 光 变 量 画 数 。 设 函数 疙 s,y) 在 如 下 区 域 有 定义 ， 


足 = jz,7):(Y 一 pi2+(7-G2 < 天 | (3} 
如 果 对 每 个 点 满足 ， 
乒 产 9) 扫 拓 和 y)》， (xy)E 丽 (4) 
则 函数 疙 xz,7) 在 点 (P,9) 有 局 部 极 小 值 。 
如 果 对 每 个 点 满足 ; 
xy 二 抱 D 9)， 【xy)E 丽 (51) 


则 函数 妃 *,y) 在 点 (p,q) 有 局 部 极 大 值 。 
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下 面 的 极 值 的 二 阶 导 数 测试 是 定理 8.4 的 扩展 。 


定理 8.5{ 二 阶 导数 测试 )] ” 设 有 函数 站 xy), 它 的 一 阶 偏 导 和 二 阶 偏 导 在 区 间 R 内 连续 。 
设 (p,9g)jE 六 是 一 个 临界 点 ,满足 上 pe)=0 且 六 (p,9)=0。 可 用 商界 往 导 判定 临界 点 的 性 
质 : 
(如 果 天 人 p,9) 态 (p 9 -上 户 (pg 的 >0 且 六 (pg)>0, 则 天 p,9) 是 轿 数 所 zx,y) 的 局 

部 极 小 值 。 

《ii 如 果 扩 (pg) 记 (的 - 肠 (p,g)>0 且 扩 (p,9)<0, 则 护 p,g) 是 函数 志 *,y) 的 局 
部 极 大 值 。 

( 询 ) 如 果 六 (pg (py 9)- 忆 (p 9 <0, 则 函数 Pssy) 在 点 (p,7) 没 有 局 部 极 值 

(iv) 如 果 疡 (p,g 记 (pq)- 户 (p,9)=0, 则 测试 不 确定 。 


例 8.3 求解 函数 As,y)= 刀 -4r+ 刀 -7 好 的 最 小 慎 。 


xy) = 2z -4- 了 和 六 (zy) =2y-1-x 【6) 
使 偏 导 为 霍 ,可 得 线性 方程 组 : 
2z 一 y =44 
-5+2y = 1 (7) 


方程 组 (7) 的 解 为 (x,y)] = (3,2)。 了 本 数 护 s,y) 的 二 阶 偏 导 为 : 
zx) =21(sy)=2(xy)=-1 
显 见 其 满足 定理 8.5 的 情况 (i), 即 ， 
GO 六 G2)- 忆 (32) =-3>0 且 太 (3 0) =2>0 
阅 此 , 阴 数 所 xy7) 在 点 (3,2) 处 有 局 部 极 小 值 /3,2) = -7。 


8.1.3 Nelder- Mead 法 


Nelder 和 Mead 提出 了 单纯 形 法 , 它 可 求解 有 多 个 变量 的 函数 的 局 部 极 小 值 。 对 于 两 个 变 
量 ,一 个 单纯 形 是 三 角形 ,而 这 个 方法 是 一 个 模式 搜索 法 , 比 较 在 三 角形 的 3 个 顶点 的 函数 值 。 
最 其 的 顶点 即 函 数值 头 z,y) 最 大 的 顶点 ,被 放弃 并 用 一 个 新 的 顶点 代替 。 然 后 形成 一 个 新 的 
三 角形 并 继续 进行 搜索 。 这 个 过 程 生成 一 个 兰 角 形 的 序列 (形状 可 能 不 同 ) ,满足 在 顶点 的 函 
数值 越 来 越 小 。 随 着 三 角形 的 大 小 进一步 减 小 ,就 可 以 找到 极 小 值 的 坐标 。 

在 算法 中 使 用 了 名 词 - 单纯 形 (在 六 维 空间 的 广义 三 角形 ) ,并 可 求解 有 六 个 变量 的 蚌 
数 极 小 值 。 它 的 计算 有 效 且 紧凑 。 


1. 初始 三 角形 BGW 


假设 要 求解 函数 . 扎 x,y ) 的 极 小 值 。 首 先 ,给 定 一 个 三 角形 的 3 个 顶点 ;7 = (yy = 
1 ,2,3o 然后 计算 末 数 所 *,y) 硅 这 3 个 点 的 值 五 = 乒乓 ) =1,2,3。 而 且 5 过 2 反 2。 使 
用 下 列 符号 表示 ， 
有 = 5) (= (5) (8) 
来 帮助 记忆 吾 是 最 佳 的 顶点 , G 是 次 最 佳 的 顶点 ,而 钱 是 最 差 的 顶点 。 
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2. 良 边 (good side) 的 中 点 
构造 过 程 中 使 用 了 连接 忠和 6G 的 线段 的 中 点 。 它 可 通过 计算 坐标 的 平均 值得 到 


人 汪 和 | 
用 (9) 


3. 反射 点 R 


当 沿 着 三 角形 的 边 从 殉 移 到 巨 时 ,函数 值 递减 ,而 当 沿 着 三 角形 的 边 从 信 移 到 G 时 ,天 
数值 也 递 减 。 因 此 以 连接 下 和 G 的 线 为 分 界线 ,与 厂 相对 的 点 的 函数 值 会 更 小 。 通 过 边 BCG 
对 三 角形 进行 反射 可 得 到 测试 点 尽 。 为 了 求 出 灵 , 首 先 求 BG 的 中 点 肛 , 然 后 夯 出 经 过 本 和 于 
的 线段 , 设 它 的 长 度 为 d。 从 M 点 延伸 线段 ,距离 为 凡 ,可 到 达 顶 点 尺 的 位 置 (如 图 8.4 所 
示 )。 尽 的 向 量 公式 为 : 


有 RR=AM+CM- 了 )=2MH- 矶 〈10) 
已 





G 


8.4 Nelder- Mead 法 中 的 三 角形 入 BGW ,中 点 M 和 反射 点 妨 





图 8.5 三 角形 人 BCcy ,点 尺 和 开拓 点 五 


2. 开拓 点 E 


如 果 位 于 尽 处 的 函数 值 小 于 位 于 瑟 处 的 函数 值 , 则 求解 极 小 值 的 方向 是 正确 的 。 可 能 
极 小 值 只 比 丸 远 一 点 。 因 此 可 进一步 将 从 杂 到 届 的 线段 延伸 到 下 。 其 形状 为 扩展 三 角形 
BCGE。 点 互 位 于 沿 好 到 肌 的 线段 方向 ,从 丸 延伸 到 上 旺 离 为 4 的 位 置 。 如 果 位 于 瑟 处 的 函数 
值 小 于 位 于 丸 处 的 函数 值 , 则 找到 一 个 比 丸 更 好 的 顶点 。 巨 的 向 量 公式 为 ， 

已 =R+(R_M)=2R_M (11) 


3. 收缩 点 C 
如 果 位 于 尺 和 丽 处 的 函数 值 相同 , 则 需要 测试 另 一 个 点 。 可 能 在 M 处 的 函数 值 更 小 ， 
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但 不 能 用 M 代 蔡 柬 , 因为 必须 满足 三 角形 的 条 件 。 分 别 考 虑 线段 TRA 和 NB 的 中 点 C 和 C， 
《如 图 8.6 所 示 ) ,将 具有 较 小 函数 值 的 点 称 为 C ,并 形成 新 的 三 角形 BGC 。 注释 :在 二 维 情况 
下 对 C, 和 C。 的 选择 看 起 来 不 适当 ,但 这 对 于 高 维 情况 非常 重要 。 


且 





图 8.6 Nelder- Mead 法 的 收缩 点 C 和 C 〇 
4. 沿 B 方 向 压缩 


如 果 位 于 C 处 的 函数 值 不 小 于 位 于 克 处 的 函数 值 , 则 点 G 和 呈 必须 沿 下 方向 压缩 (如 
图 8.7 所 示 )。 用 M 代替 G, 并 用 $ 代替 印 , 玉 是 玉 和 G 之 间 线段 的 中 点 ,S 是 及 和 卫 之 间 
线段 的 中 点 。 





C 
图 8.7 沿 好 方 向 压缩 三 角形 
5. 每 一 步 的 退 辑 判断 
一 个 高 效 的 算法 应 该 只 进行 必要 的 计算 。 在 每 一 步 中 ,要 求 出 一 个 新 的 顶点 以 代替 剑 。 
一 且 找 到 这 个 顶点 ,就 终止 这 一 步 。 二 维 情况 下 的 逻辑 判断 细节 如 表 8.3 所 示 。 


表 8.3 ”NelkderMead 法 的 逻辑 判断 


下 .ARA) < /7(O, THEN Perform Case (i {either refect or extend} 
ELSE Perform Case (ii) {either contract or shrinky 


BEGIN{Case (iD BEGIN{Case (ii).} 
IF < CR)THEN IF < (了 THEN 
Ieplace 歼 with 丸 L_ replace 机 with 及 
ELSE Compute C = (了 克 +M)2 
orC =(M+R)2andF(C) 
Compute 已 and 三 (可 IO < /( 队 THEN 
下 /8 < /BTHEN replace 丈 with C 
Ieplace 砂 with 瓦 ELSE 
ELSE Compute S with FS) 
replace 丈 with 尺 replace 殉 with $S 
ENDIF replace C with M 
ENDIF NDIF 


END {Case ().,} END {Case ()} 2。 
Sa 
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例 8.4 用 NelderMead 算法 来 站 xy)= 妇 -45+ 作 一 YY 一 路 的 极 小 值 。 初 始点 为 : 
= 0100， 了 = (人 (120 的 ， 急 = (0.0,0.8) 


在 这 些 点 处 的 函数 慎 为 ; 
0,0) = 0.0， 大 1.2,0.0) = -3.36， 成 0.0,0.8) = - 0.16 
比较 这 些 函 数值 以 得 到 吾 ,G, 负 : 
召 =〈1.2,0.0),G = (0.0,0.8) ,全 = (0,0) 
顶点 研 = (0 中 将 被 代替 。 点 是 和 显 为 : 


Mr -了 焉 GE - (0.6,0.4) 和 玉 = 2 有 钙 = (1.2,0.8) 


孙 数 值 扩 品 )》 = 所 1.2,0.8) = -4.4 小 于 成 G), 所 以 符合 情况 (人 )。 直 于 扎 召 ) 过 扰 吾 ) ,所 
以 移动 方向 正确 ,并 构造 顶点 以 为 : 
五 = 2R -于 =21.2,0.8) - (0.6,0.4) =【〈1.8,1.2) 
子 数 值 护 吾 ) = 1.8,1.2) = -5.88 小 于 护 吾 ), 因 此 新 的 三 角形 顶点 为 ， 
(181.2,Y = (1.2,0.0),Y = (0.0.0.8) 
继续 这 个 过 程 并 生成 一 个 三 前 形 序 列 ,最 终 收 芍 到 解 (3,2jf 如 困 8.8 所 示 )。 表 8 4 给 出 
了 每 一 步 中 这 些 顶点 的 函数 值 。 计 算 机 宰 现 的 算法 执行 了 33 步 , 得 到 最 住 顶点 为 召 -= 
《2.99996456,1.99983839) , 函数 值 为 /如 ) = -6.99999998。 这 些 值 是 例 8.3 中 F(3,2) = 
-了 的 近似 值 。 选 代 在 到 达 点 (3,2) 之 前 停止 的 原因 是 画 数 在 报 小 值 附 近 比 较 平 织 。 经 
过 检查 ,函数 值 沪 瑟 ) ,所 GD) ,所 卫 ) 是 相同 的 (这 是 一 个 会 入 误差 的 例子 ), 同 时 算法 终止 。 


且 
二 














8.8 NetderMead 法 中 三 角形 | ?4 序列 收 伍 到 点 (3,2) 


8.1.4 ”根据 导数 求 极 小 值 


设 太 xz) 在 区 间 [e,] 内 是 单 峰 函 数 , 并 在 x = p 处 有 惟一 的 极 小 值 , 导 数 广 (x) 在 位 于 区 
何 (e ,6 内 的 所 有 点 上 有 定义 。 设 初始 点 m 位 于 区 间 ({a, 轨 内 。 如 果 六 (po) <0, 则 航 小 值 
的 点 位 于 po 的 右边 。 如 果 F(po) > 0, 则 p 位 于 mm 的 左边 (如 图 8.9 所 示 )。 


第 8 章 数 值 合 化 





表 8.4 例 8.4 中 不 同 三 角形 项 点 的 函 效 值 

















天 最 佳 点 较 好 点 最 差点 

1 20.0)= -3.36 76.0.0.89 = 0.16 ARC0.0.0.0) =0.00 

人 FS1.2)7 = -5.38 大 1.200. 们 = -3.36 JRO.00.8) = 一 个 .1 
3 1.8,1.2= -5. 如 83.0,0.4) = -4. 怪 1.2.0.0) = -3.3 
4 3.6,1.6) = -6.24 FE.8 2) = -5.88 (3.0.0.4) = -4. 和 4 
3 所) = 一, 计 72.42,.4) = 一 石 ,人 4 扰 1.8,1.29 = 一 .38 
6 (2.4,1.6) = - 石 .72 AR3.61.6) = -6.24 (2.42.4) = -6 24 
3 扰 3.0,1.8)= -6.96 (2.4,1. 的 = - 石 .72 2.42.4 = 624 
引 3.0,1.8) = -看 . 听 所 2. 条 ,2. 抱 ) = 一 皇 ,7725 所 24 的 = -在 了 2 
9 所 3.0,1.8) = -6.96 尹 3.15,2.25) = -6.9525 (2.55,2. 的 ) = - 6.7735 
10 (3.0,1.8) = -6.56 所 2,8125.2.0375) = - 6.95640625 所 3.15,2.25) = - 6.9525 





机 吕 尼 如 甩 由 在 
若 7Upo< 0, 册 刀 着 Jo<n0, 风 
位 于 区 间 记 ,中 内 位 于 区 间 [eaj 内 


图 8.9 用 产 (x) 求 解 位 于 区 间 [a, 菇 内 的 单 峰 画 数 六 x) 的 极 小 值 


1. 求 极 小 值 的 测试 值 
第 一 步 是 得 到 3 个 测试 值 : 
Po，pI = po+ 疡 ， pa = po 上 28 (12) 
使 得 ， 
大 po > 天 pi) 且 天 pp) < 所 po) 13) 
设 . 广 (pm)<0, 则 mm <p 上 且 步 长 产 须 为 正 数 。 容 易 找 到 疡 使 得 式 (12) 中 的 3 个 点 满足 式 (13)。 
在 式 (12) 中 , 设 初始 值 上 = !( 前 握 为 e + 1< 5) ,如 果 前 提 不 满足 , 则 设 疡 = 172, 以 此 推 类 。 
情况 { 动 : 如 果 式 (13) 得 到 满足 , 则 结束 。 
情况 (1) : 如 果 天 po) > 不 p 且 矶 pi > 拨 pz), 则 px<p。 需 要 检查 更 车 右 的 点 。 步 长 乘 
以 2, 并 重复 执行 。 
情况 (ii)， 如 果 六 Po) 大 Ap), 则 跳 过 了 p 且 记 太 大 。 需 要 检查 更 接近 mm 的 点 。 将 步 长 


乘 以 坟 ,并 重复 执行 。 
当 广 (po) >0 时 , 步 长 须 为 负数 ,处 理 过 程 类 似 上 面 的 (到 《i)。 





2. 求 极 小 值 p 的 二 次 通 近 
最 后 ,可 得 到 满足 式 (13) 的 式 (12) 中 的 3 个 点 。 可 通过 二 次 插值 法 求解 pe , 它 是 p 的 近 


